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ÐÅØÅÍÈJÀ ÍÀ ÇÀÄÀ×ÈÒÅ
22 ìàj 2026 ãîäèíà

Çàäà÷à 1. Íåêà x, y è z ñå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè òàêà øòî x+ y + z = 3. Äîêàæè äåêà

(2x− 1)3 + (2y − 1)3 + (2z − 1)3 ⩾ 3 .

Êîãà âàæè ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå 1. Èìàìå ∑
cyc

(2x− 1)3 = (2 ïîåíè) - çà ðàçâèâà»å íà êóáîâèòå

∑
cyc

(
8x3 − 12x2 + 6x− 1

)
= (3 ïîåíè) - çà ïðåóðåäóâà»å

−3 + 2
∑
cyc

x3 + 6
∑
cyc

x(x− 1)2 ⩾ (2 ïîåíè) - çà ÀÌ-ÃÌ è êâàäðàò å íåíåãàòèâåí

−3 + 2 · 3 ·
(
x+ y + z

3

)3

= 3 . (2 ïîåíè) - çà ñðåäóâà»å íà èçðàçîò

Ðàâåíñòâî �êå âàæè ñàìî àêî x− 1 = y − 1 = z − 1 = 0, ò.å. àêî x = y = z = 1. (1 ïîåí)

Ðåøåíèå 2. Àêî íåêîj îä áðîåâèòå å ïîìàë îä 1
2 , òîãàø íàjãîëåìèîò å ïîãîëåì îä 1. (1 ïîåí)

Íåêà òîà ñå x > 1 è y < 1
2 è íàïðàâèìå çàìåíà a = 2x− 1 > 1 è b = 1− 2y çà êîå 0 < b < 1. Èìàìå

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) > (a− b)(a2 − 2ab+ b2) = (a− b)3 . (2 ïîåíè)

Ñïîðåä îâà ñî çàìåíà íà y ñî 1
2 è x ñî x + y − 1

2 âðåäíîñòà íà ëåâàòà ñòðàíà îä íåðàâåíñòâîòî ñå
íàìàëóâà, ïà äîâîëíî å äà ãî ðàçãëåäàìå ñëó÷àjîò êîãà x, y, z ≥ 1

2 . (2 ïîåíè)
Âî îâîj ñëó÷àj ìîæåìå äà ãè êîðèñòèìå íåðàâåíñòâàòà ìå�ãó ñðåäèíèòå. (1 ïîåí) Äîáèâàìå

(2x− 1)3 + (2y − 1)3 + (2z − 1)3 ⩾

1

9
((2x− 1) + (2y − 1) + (2z − 1))3 = (2 ïîåíè)

1

9
(2(x+ y + z)− 3)3 =

1

9
· 33 = 3 . (1 ïîåí)

Ðàâåíñòâî �êå âàæè ñàìî àêî 2x− 1 = 2y − 1 = 2z − 1, ò.å. àêî x = y = z = 1. (1 ïîåí)

Çàäà÷à 2. Ïðèðîäíèîò áðîj n = x1x2 . . . xm ãî âèêàìå èçâîíðåäåí àêî çà íåãî å èñïîëíåòî

x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
m ≡ x1 + x2 + · · ·+ xm (mod 5) .

Êîëêó íàjìíîãó ÷ëåíà ìîæå äà èìà íèçà îä ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè?

Ðåøåíèå. Áðîjîò 1 å èçâîíðåäåí áðîj, ïà ïîñòîjàò èçâîíðåäíè áðîåâè. Óøòå ïîâå�êå, 5 è 6 ñå
ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè, ïà ïîñòîè òàêâà íèçà îä 2 ÷ëåíà.

Íåêà n = x1x2 . . . xm è n+ 1 ñå èçâîíðåäíè áðîåâè. Òîãàø

x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
m−1 + x4

m ≡ x1 + x2 + · · ·+ xm−1 + xm (mod 5).

Íåêà xm ̸= 9. Òîãàø n+ 1 = x1x2 . . . xm−1(xm + 1) è âàæè

x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
m−1 + (xm + 1)4 ≡ x1 + x2 + · · ·+ xm−1 + (xm + 1) (mod 5). (2 ïîåíè)

Äà jà îäçåìåìå ïðâàòà êîíãðóåíöèjà îä âòîðàòà, äîáèâàìå:

(xm + 1)4 − x4
m ≡ 1 (mod 5) . (1 ïîåí)



Ñïîðåä ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà, çà ñåêîj ïðèðîäåí áðîj x âàæè èëè 5 | x èëè x4 ≡ 1 (mod 5).
Îòòóêà çàêëó÷óâàìå äåêà (xm + 1)4 ≡ 1 (mod 5) è x4

m ≡ 0 (mod 5), îäíîñíî xm ∈ {0, 5}. (2 ïîåíè)
Ñåãà, äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà è n + 2 = x1x2 . . . xm−1(xm + 2) å èçâîíðåäåí áðîj. Òîãàø, ñëè÷íî

êàêî ïðåòõîäíî, âàæè

(xm + 2)4 − (xm + 1)4 ≡ 1 (mod 5),

øòî å êîíòðàäèêöèjà. (2 ïîåíè)
Àêî xm = 9, òîãàø öèôðàòà íà åäèíèöè íà n + 1 å 0. Çà n + 1 jà ïðèìåíóâàìå ïðåòõîäíàòà

äèñêóñèjà è àêî n+ 2 å èçâîíðåäåí áðîj, òîãàø n+ 3 íå ìîæå äà áèäå èçâîíðåäåí. (2 ïîåí)
Çíà÷è, íèçà îä ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè ìîæå äà èìà íàjìíîãó 3 ÷ëåíà, ïðè øòî

öèôðàòà íà åäèíèöè íà íàjìàëèîò ÷ëåí å 9. Åäíà òàêâà íèçà å 99999, 100000, 100001. (1 ïîåí)

Çàáåëåøêà:

� Íàâåäåí ïðèìåð çà èçâîíðåäåí áðîj, áåç ïîíàòàìîøíî ðåøàâà»å ñå âðåäíóâà ñî 0 ïîåíè.

� Íàâåäåí ïðèìåð çà íèçà îä äâà ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè ñå âðåäíóâà ñî 0 ïîåíè.

� Íàâåäåí ïðèìåð çà íèçà îä òðè ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè ñå âðåäíóâà ñî 1 ïîåí.

� Ôîðìóëàöèjà íà òåîðåìàòà íà Ôåðìà, áåç ïðèìåíà ñå âðåäíóâà ñî 0 ïîåíè.

� Çàêëó÷îêîò äåêà íèçà îä ïîñëåäîâàòåëíè èçâîíðåäíè áðîåâè ìîæå äà èìà íàjìíîãó 3 ÷ëåíà,
áåç íàâåäåí ïðèìåð íà íèçà øòî ãî çàäîâîëóâà òîà ñå âðåäíóâà ñî 0 ïîåíè.

Çàäà÷à 3. Âî îñòðîàãîëíèîò △ABC ñî AB > AC òî÷êèòå N , M è L ñå ñðåäèíè íà ñòðàíèòå
AB, BC è CA, ñîîäâåòíî. Íåêà Γ å îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △NML, E ̸= M å âòîðàòà ïðåñå÷íà
òî÷êà íà Γ ñî ñèìåòðàëàòà íà BC è ω å êðóæíèöàòà îïèøàíà îêîëó △BCE. Ïðàâàòà íèç E øòî å
íîðìàëíà íà AC jà ñå÷å êðóæíèöàòà ω ïîâòîðíî âî òî÷êàòà G ̸= E. Íåêà J ̸= E å âòîðàòà ïðåñå÷íà
òî÷êà íà êðóæíèöèòå Γ è ω.

Äîêàæè äåêà òî÷êèòå G, N è J ñå êîëèíåàðíè.

Ðåøåíèå 1. Äà çàáåëåæèìå äåêà NM å ñðåäíà ëèíèjà âî △ABC òàêà øòî NM ∥ AC. Îä
ïàðàëåëíîñòà èìàìå ∠NMB = ∠ACB. Îòòóêà èìàìå

∠EMN = ∠EMB − ∠NMB = 90◦ − ∠ACB .

Îä òåòèâíîñòà íà (ENMJ) èìàìå ∠EJN = ∠EMN = 90◦ − ∠ACB. (3 ïîåíè)
Íåêà F ̸= E å ïðåñåêîò íà ñèìåòðàëàòà íà BC è ω. (1 ïîåí) Jàñíî EF å äèjàìåòàð âî ω, áèäåj�êè

å ñèìåòðàëàòà íà BC, ïà ∠FGE = 90◦. Çíà÷è EG ⊥ GF è áèäåj�êè EG ⊥ AC, ñïîðåä óñëîâèòå íà
çàäà÷àòà, äîáèâàìå AC ∥ GF . (2 ïîåíè)

Ñëåäñòâåíî, èìàìå NM ∥ GF , ∠EFG = ∠EMN = 90◦ − ∠ACB. (2 ïîåíè) Îä òåòèâíîñòà íà
(EJFG) èìàìå ∠EJG = ∠EFG = 90◦ − ∠ACB = ∠EJN , îä êàäå J,N è G ñå êîëèíåàðíè, øòî
òðåáàøå äà ñå äîêàæå. (2 ïîåíè)



Ðåøåíèå 2. Íåêà t å òàíãåíòàòà íà ω âî E. (2 ïîåíè) Áèäåj�êè E å íà ñèìåòðàëàòà íà BC, êàêî
è öåíòàðîò íà ω, ñëåäóâà äåêà t ∥ BC. (1 ïîåí) Ñåãà îä GE ⊥ AC, äîáèâàìå äåêà ∠EJG å åäíàêîâ
íà àãîëîò ìå�ãó t è GE, ò.å. íà 90◦ − ∠ACB. (2 ïîåíè)

Îä äðóãà ñòðàíà, áèäåj�êè LN å ñðåäíà ëèíèjà △ABC, âàæè NL ∥ BC è îòòóêà NL ⊥ ME. Ñåãà
áèäåj�êè ∠MNL = ∠ACB äîáèâàìå äåêà

∠EJN = ∠EMN = 90◦ − ∠MNL = 90◦ − ∠ACB . (3 ïîåíè)

Áèäåj�êè ∠EJG = ∠EJN , çàêëó÷óâàìå äåêà òî÷êèòå J , N è G ñå êîëèíåàðíè. (2 ïîåíè)

Çàáåëåøêà: Ãåíåðàëíî ñå äîáèâààò (3 ïîåíè) çà (êîðèñíî) èçðàçóâà»å íà ∠EJN ïðåêó àãëèòå
íà òðèàãîëíèêîò, (5 ïîåíè) çà (êîðèñíî) èçðàçóâà»å íà ∠EJG ïðåêó àãëèòå íà òðèàãîëíèêîò è
(3 ïîåíè) çà çàâðæóâà»å íà äîêàçîò (îâèå ïîåíè ìîæå äà ñå äîáèjàò ñàìî àêî ó÷åíèêîò ãè èìà
ïðåòõîäíèòå ïîåíè).

Çàäà÷à 4. Õðèñòèíà èìà êâàäðàòåí ëèñò ïîäåëåí íà 500× 500 åäèíå÷íè êâàä-
ðàò÷è»à îáîåíè öðíî - áåëî êàêî øàõîâñêà òàáëà. Òàà èñåêëà ôèãóðà îä ëèñòîò
òàêà øòî ñå÷åëà ñàìî ïî ñòðàíèòå íà åäèíå÷íèòå êâàäðàò÷è»à, ïðèòîà âíèìàâàj�êè
ïî ïåðèìåòàðîò íà ôèãóðàòà äà èìà ñàìî öðíè êâàäðàò÷è»à (íà öðòåæîò äåñíî å
ïðèêàæàíà åäíà âàêâà ôèãóðà). Äàëè ìîæå ôèãóðàòà øòî jà äîáèëà Õðèñòèíà äà
èìà ïåðèìåòàð 2026?

Ðåøåíèå 1: Ãî ðàçãëåäóâàìå áðîjîò íà âåðòèêàëíè ëèíèè ïî ïåðèìåòàðîò íà
äîáèåíàòà ôèãóðà âî ñåêîjà õîðèçîíòàëíà ëèíèjà. (1 ïîåí) Ïî÷íóâàj�êè îä ëåâî êîí
äåñíî ìå�ãó ïðâèòå äâå âàêâè ëèíèè èìà çà åäíî öðíî êâàäðàò÷å ïîâå�êå îòêîëêó áå-
ëè (ïî÷íóâàìå è çàâðøóâàìå íà ïåðèìåòàðîò íà ôèãóðàòà, ò.å. ñî öðíî êâàäðàò÷å).
Èñòîòî âàæè çà ñëåäíèòå äâå ëèíèè è ñåêîè äâå ñëåäíè äî ïîñëåäíèòå äâå âî ðåäîò.
(2 ïîåíè) (Âî ñåêîj ðåä èìà ïàðåí áðîj íà âåðòèêàëíè ëèíèè ïî ïåðèìåòàðîò, òàêà
øòî ñåêîj ïîñëåäîâàòåëåí ïàð ëèíèè jà îãðàíè÷óâà âíàòðåøíîñòà, ò.å. íàäâîðåøíîñòà íà ôèãóðàòà -
âèäè öðòåæ.) Ñïîðåä îâà çà ñåêîè äâå âåðòèêàëíè ëèíèè èìà çà òî÷íî åäíî öðíî êâàäðàò÷å ïîâå�êå
îòêîëêó áåëè. (1 ïîåí)

Ñëè÷íî, àêî ãè ðàçãëåäóâàìå õîðèçîíòàëíèòå ëèíèè îä ïåðèìåòàðîò âî ñåêîjà êîëîíà, çà ñåêîè
äâå ëèíèè èìàìå åäíî öðíî êâàäðàò÷å ïîâå�êå îä áåëè. (2 ïîåíè.)

Ñïîðåä îâà çà ñåêîå öðíî êâàäðàò÷å ïîâå�êå îä áåëî èìàìå ïî ÷åòèðè ëèíèè íà ïåðèìåòàðîò, ò.å.
ïåðèìåòàðîò å äåëèâ ñî 4. (2 ïîåíè)

Áèäåj�êè 2026 íå å äåëèâ ñî 4, çàêëó÷óâàìå äåêà ïåðèìåòàðîò íà ôèãóðàòà íå ìîæå äà áèäå 2026.
(2 ïîåíè)

Ðåøåíèå 2: Ïåðèìåòàðîò íà ôèãóðàòà S èçíåñóâà:

Perim(S) =

|{(B,W )|öðíîòî êâàäðàò÷å B ∈ S å ñîñåäíî íà áåëîòî W ̸∈ S}| = (3 ïîåíè)

|{(B,W )|öðíîòî B ∈ S å ñîñåäíî íà áåëîòî W}|−
|{(B,W )|öðíîòî B ∈ S å ñîñåäíî íà áåëîòî W ∈ S}| = (2 ïîåíè)

= 4|{B ∈ S|B å öðíî}| − 4|{W ∈ S|W å áåëî}| ,

ïðè øòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å òî÷íî, áèäåj�êè ñèòå áåëè êâàäðàò÷è»à âî S ñå çàîáèêîëåíè ñî öðíè
êâàäðàò÷è»à êîè ñå âî S, áèäåj�êè íåìà áåëè êâàäðàò÷è»à ïî ïåðèìåòàðîò íà S. (3 ïîåíè)

Áèäåj�êè 2026 íå å äåëèâ ñî 4, çàêëó÷óâàìå äåêà ïåðèìåòàðîò íà ôèãóðàòà íå ìîæå äà áèäå 2026.
(2 ïîåíè)


