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Ðåøåíèjà íà çàäà÷èòå ñî ìàðêèíã øåìà

2 jóíè 2025 ãîäèíà

Çàäà÷à 1. Íåêà n > 1 å ïðèðîäåí áðîj è m > 2 å äåëèòåë íà 2n. Äîêàæè äåêà áðîjîò n2 ìîæå äà ñå
çàïèøå êàêî çáèð îä m êâàäðàòè íà ïðèðîäíè áðîåâè.

Ðåøåíèå. Íåêà k = 2n
m , øòî îä óñëîâîò å ïðèðîäåí áðîj. (2ï.)

Îä àëãåáàðñêèîò èäåíòèòåò n2 − (n− k)2 = k(2n− k) (2ï.)
çàìåíóâàj�êè 2n = km äîáèâàìå n2 − (n− k)2 = k2(m− 1).

Îä êàäå øòî èìàìå:

(n− k)2 + k2 + k2 + . . .+ k2︸ ︷︷ ︸
m − 1

= (n− k)2 + k2(m− 1) = n2. (4ï.)

Ñïîðåä îâà çà ñåêîj n > 1, áðîjîò n2 ìîæå äà ñå çàïèøå êàêî çáèð íà (n− k)2 > 0, k2, k2, . . . , k2︸ ︷︷ ︸
m − 1

øòî ñå

òî÷íî m êâàäðàòè íà ïðèðîäíè áðîåâè. (2ï.) ■

Çàáåëåøêà. Çà òî÷åí äîêàç ïðè ñïåöèjàëíè ñëó÷àè m = n è m = 2n ñå äîäåëóâààò äâà ïîåíè, êîè
íå ñå àäèòèâíè íà ìàðêèíã øåìàòà. Äîêàç íà ñàìî åäåí îä ñëó÷àèòå íå íîñè ïîåíè. Ïîñëåäíèîò ÷åêîð ñå
âðåäíóâà ñî 1 ïîåí, äîêîëêó íå å íàãëàñåíî äåêà n− k > 0.

Çàäà÷à 2. Íåêà ABCD å òàíãåíòåí ÷åòèðèàãîëíèê ñî íåïàðàëåëíè ñòðàíè è âïèøàíà êðóæíèöà k ñî
öåíòàð O. Íåêà k ãè äîïèðà ñòðàíèòå AD è BC âî M è N ñîîäâåòíî è jà ñå÷å îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó
△ABO âî òî÷êè P è Q. Äîêàæè äåêà PQ ∥ MN .

Ðåøåíèå 1. Íåêà S å öåíòàðîò íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △ABO, K å äîïèðíàòà òî÷êà íà k ñî
ñòðàíàòà AB è P å ïîáëèñêó äî A, à Q äî B, êàêî íà öðòåæîò. (1ï.)

Áèäåj�êè S å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà èìàìå ∠BSO = 2∠BAO, îä êàäå äîáèâàìå äåêà

∠SOB = 90◦ − ∠KAO = ∠KOA = ∠AOM,

ïðè øòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å òî÷íî áèäåj�êè △KOA ∼= △MOA. (2ï.)
Ñëè÷íî è ∠AOS = 90◦ − ∠OBA = ∠KOB = ∠BON . (2ï.)
Ñïîðåä îâà

∠MOS = ∠MOA+ ∠AOS = ∠SOB + ∠BON = ∠SON,

ò.å. ïðàâàòà SO å ñèìåòðàëà íà ∠MON . (2ï.)
À, áèäåj�êè △MON å ðàìíîêðàê ñî îñíîâà MN òàà å ñèìåòðàëà è íà îòñå÷êàòà MN . (1ï.)
Îä äðóãà ñòðàíà ïðàâàòà SO êîjà ãè ïîâðçóâà öåíòðèòå íà äâåòå êðóæíèöè å è ñèìåòðàëà íà îòñå÷êàòà

PQ îáðàçóâàíà îä ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà êðóæíèöèòå (OPSQ å äåëòîèä). (1ï.)
Ñïîðåä îâà SO å íîðìàëíà íà PQ è íà MN , ïà PQ ∥ MN . (1ï.) ■
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Ðåøåíèå 2. Íåêà S å öåíòàðîò, à A′ å âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △ABO
ñî BC è P å ïîáëèñêó äî A, à Q äî B, êàêî íà öðòåæîò. (1ï.)

Çà àãëèòå èìàìå

∠SA′B = ∠A′BS = ∠NBO + ∠OBS = ∠OBA+ (90◦ − ∠BAO) =

(90◦ − ∠SAO) + (90◦ − ∠OAM) = 180◦ − (∠SAO + ∠OAM) = 180◦ − ∠SAM. (4ï.)

Áèäåj�êè SA = SA′ çàêëó÷óâàìå äåêà S ëåæè íà ñèìåòðàëàòà íà àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå BC è AD, êàêî è O.
(2ï.)

Îä äðóãà ñòðàíà M å îñíî ñèìåòðè÷íà íà N âî îäíîñ íà ñèìåòðàëàòà, à P íà Q âî îäíîñ íà SO (èñòàòà
ïðàâà). Ñïîðåä îâà SO å íîðìàëíà íà PQ è íà MN , ïà MN ∥ PQ. (3ï.) ■

Çàäà÷à 3. Äàäåíà å íèçà îä n > 1 ìîíåòè. Äåôèíèðàìå îïåðàòîð äà áèäå íåïðàçíà ëèñòà îä k
ðàçëè÷íè ïðèðîäíè áðîåâè (a1, a2, . . . , ak) íå ïîãîëåìè îä n, êîjà îçíà÷óâà äåêà òðåáà äà jà ïðåâðòèìå
ñåêîjà îä ìîíåòèòå íà èíäåêñèòå(ïîçèöèèòå) a1, a2, . . . , ak.

Íåêà S å ëèñòà îä n+1 ðàçëè÷íè îïåðàòîðè. Äîêàæè äåêà ìîæåìå äà îäáåðåìå íåïðàçíà ïîäëèñòà T îä
S îä ðàçëè÷íè îïåðàòîðè, øòî êîãà �êå ãè ïðèìåíèìå ñèòå îïåðàòîðè îä T íà íèçà îä n ìîíåòè, ïîâòîðíî
jà äîáèâàìå èñòàòà ïî÷åòíà êîíôèãóðàöèjà (àêî ïî÷íåìå ñî n ãëàâè, íà êðàj ïàê èìàìå n ãëàâè)

Ïðèìåð çà îïåðàòîð: Àêî n = 4 è ïî÷íåìå ñî ÏÏÃÏ è ãî ïðèìåíèìå îïåðàòîðîò (1, 3), äîáèâàìå ÃÏÏÏ.

Ðåøåíèå. Î÷èãëåäíî äåêà ñåêîjà ëèñòà îïåðàòîðè å åêâèâàëåòíà íà åäèíñòâåí îïåðàòîð, êîj ñå äîáèâà
ñî ïîñëåäîâàòåëíî ïðèìåíóâà»å íà ñèòå îïåðàòîðè îä òàà ëèñòà. Èñòî òàêà, ðåäîñëåäîò íà îïåðàòîðèòå
íå å áèòåí, òàêà øòî ëèñòà ðàçëè÷íè îïåðàòîðè å èñòî øòî è ìíîæåñòâî. (2ï.)

Ïîíàòàìó, äà çàáåëåæèìå äåêà çà íèçà îä n ìîíåòè, ïîñòîjàò 2n − 1 ðàçëè÷íè îïåðàòîðè, áèäåj�êè çà
ñåêîjà îä n-òå ìîíåòè èìàìå èçáîð äàëè äà jà ïðåâðòèìå èëè íå (äîáèâàìå 2n), è îäçåìàìå 1 áèäåj�êè ìîðà
äà ïðåâðòèìå áàðåì åäíà ìîíåòà (ïðàçåí îïåðàòîð íå å äîçâîëåí). (2ï.)

Ïîíàòàìó, ñîãëåäóâàìå äåêà èìà 2n+1 − 1 ðàçëè÷íè íåïðàçíè ïîîäìíîæåñòâà îä S, øòî å ïîãîëåìî îä
2n − 1,(1ï.)
ïà îä ïðèíöèïîò íà Äèðèõëå ñëåäè äåêà áàðåì 2 îä íèâ A è B ñå ñâåäóâààò íà èñòèîò îïåðàòîð. (3ï.)
Íî, àêî ãî ïðèìåíèìå èñòèîò îïåðàòîð 2 ïàòè, òîj ñå ïîíèøòóâà è jà äîáèâàìå ïî÷åòíàòà êîíôèãóðàöèjà.
Îâà çíà÷è äåêà T = (A \B) ∪ (B \A) ãî çàäîâîëóâà áàðàíèîò óñëîâ, è äîêàçîò å çàâðøåí. (2ï.) ■

Çàáåëåøêà. Îä 2n+1 − 1 > 2(2n − 1) ñëåäóâà äåêà ïîñòîjàò òðè ðàçëè÷íè íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà îä
îïåðàòîðè âî S êîè ñå ñâåäóâààò íà èñò îïåðàòîð. Ìå�ãóòîà òóêà íå å ïðåäâèäåíà ïðåòïîñòàâêàòà äåêà íåìà
ïðàçåí îïåðàòîð âî ìíîæåñòâàòà. Ïðèìåð êîãà ïîñòîè ñàìî åäíî âàêâî ìíîæåñòâî ñå îïåðàòîðèòå (i) çà
i ∈ {1, 2, . . . , n} è (1, 2, . . . , n), ïðè øòî ñàìî öåëîòî ìíîæåñòâî íè äàâà ïðàçåí îïåðàòîð.

Çàäà÷à 4. Íåêà çà ðåàëíèòå áðîåâè x, y è z âàæè x+ y2 + z3 = 4. Äîêàæè äåêà âàæè íåðàâåíñòâîòî

x2 + y2 + z2 > x+ y + z.

Ðåøåíèå. Àêî x+y+z ≥ 3, òîãàø (x−1)2+(y−1)2+(z−1)2 ≥ 0, ïà x2+y2+z2 ≥ 2x+2y+2z−3 ≥ x+y+z.
Ïðèòîà ðàâåíñòâî âàæè ñàìî àêî x = y = z = 1, øòî íå å ìîæíî, ò.å. íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî. (3ï.)

Çà z ≤ 11
8 , èìàìå z3 − z2 = z2(z − 1) ≤ 121

64 · 3
8 < 3

4 . Ñïîðåä îâà x + y2 + z2 > x + y2 + z3 − 3
4 = 13

4 , îä
êàäå äîáèâàìå:

x2 + y2 + z2 = (x+ y2 + z2) + (x2 − x+ 1
4 )−

1
4 > 13

4 + (x− 1
2 )

2 − 1
4 ≥ 3 > x+ y + z. (4ï.)

Àêî z ≥ 11
8 èìàìå z2− z = z(z− 1) ≥ 11

8 · 38 = 33
64 > 1

2 . Ñåãà îä a2−a = (a− 1
2 )

2− 1
4 ≥ − 1

4 çà ñåêîj ðåàëåí
áðîj a çàêëó÷óâàìå äåêà âî îâîj ñëó÷àj (x2 − x) + (y2 − y) + (z2 − z) > − 1

4 −
1
4 +

1
2 = 0, øòî å åêâèâàëåíòíî

íà áàðàíîòî íåðàâåíñòâî. (3ï.) ■

Çàáåëåøêà. Ïðâèîò ñëó÷àj ìîæå äà ñå äîáèå è îä 3(x2 + y2 + z2) ≥ (x+ y + z)2 ≥ 3(x+ y + z).
Çàáåëåøêà. Âî âòîðèîò è òðåòèîò ñëó÷àj ñå äîáèâààò ïîåíè çà z ≥ a, ò.å. z ≤ a, àêî òâðäå»åòî å

äîêàæàíî çà áèëî êîå a ∈ ( 12 (1 +
√
2), 1

6 (2 +
3
√
89− 9

√
97 +

3
√
89 + 9

√
97)). Âî ïîíóäåíîòî ðåøåíèå a = 11

8 .
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