
29. JÓÍÈÎÐÑÊÀ ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ

Ðåøåíèjà íà çàäà÷èòå ñî ìàðêèíã øåìà

18 ìàj 2025 ãîäèíà

Çàäà÷à 1. Áåòìåí, Ðîáèí è �îêåð ñå âî òðè îä �êîøåâèòå íà êâàäðàòíà
2025×2025 òàáëà, òàêà øòî Áåòìåí è Ðîáèí ñå íà äâå ïîëè»à îä èñòà äèjàãîíàëà
(öðòåæ äåñíî). Âî ñåêîj êðóã, ïðâî �îêåð ñå ïîìåñòóâà íà ñîñåäíî ïîëå (ïîëå
êîå èìà çàåäíè÷êà ñòðàíà), áåç äà èçëåçå îä òàáëàòà. Ïîòîà, âî èñòèîò êðóã
Áåòìåí è Ðîáèí ñå ïîìåñòóâààò ñåêîj íà ñîñåäíî ïîëå. �îêåð ïîáåäóâà àêî
óñïåå äà ñòèãíå íà ÷åòâðòîòî �êîøíî ïîëå (öåë íà öðòåæîò), à Áåòìåí è Ðîáèí
àêî ãî ôàòàò �îêåð, ò.å. àêî áàðåì åäåí îä íèâ ñå íàjäå íà èñòî ïîëå ñî �îêåð.

Àêî âî ñåêîj ÷åêîð, ñåêîj ãëåäà êàäå ñå ïðèäâèæèëå îñòàíàòèòå äâàjöà,
êîj èìà ïîáåäíè÷êà ñòðàòåãèjà, �îêåð èëè Áåòìåí è Ðîáèí? Îáðàçëîæè ãî
îäãîâîðîò.

Çàáåëåøêà. Áåòìåí è Ðîáèí jà äîãîâàðààò ñòðàòåãèjàòà ïðåä ïî÷åòîêîò.

Ðåøåíèå. Åäíà ñòðàòåãèjà çà ïîáåäà íà Áåòìåí è Ðîáèí å ñëåäíàòà: Ðîáèí, êîj å âî èñò ðåä ñî �îêåð
ñå äâèæè òàêà øòî îñòàíóâà âî èñò ðåä, à Áåòìåí, êîj å âî èñòà êîëîíà îñòàíóâà âî èñòà êîëîíà ñî �îêåð.
Äîïîëíèòåëíî àêî �îêåð íå ãî ñìåíèë ðåäîò/êîëîíàòà, Ðîáèí/Áåòìåí ñå ïðèäâèæóâà êîí �îêåð. (2ï.)

Íà îâîj íà÷èí âî ñåêîj ÷åêîð �îêåð �êå áèäå âî èñò ðåä ñî Ðîáèí (ëåâî) è âî èñòà êîëîíà ñî Áåòìåí
(äîëó), ïà âî íèêîj ñëó÷àj �îêåð íå ìîæå äà ñòèãíå äî �êîøîò ãîðå-äåñíî, ò.å. íå ìîæå äà ïîáåäè. (1ï.)

Äîêàçîò äåêà Áåòìåí è Ðîáèí ïîáåäóâààò ñî îâàà ñòðàòåãèjà �êå ãî íàïðàâèìå íà äâà íà÷èíè.

Äîêàç 1: Ãî ðàçãëåäóâàìå ðàñòîjàíèåòî îä �îêåð äî Áåòìåí è äî Ðîáèí. Íà ïî÷åòîêîò îâà ðàñòîjàíèå
å 2024 äî ñåêîj îä íèâ. Jàñíî îâà ðàñòîjàíèå íå ìîæå äà ñå çãîëåìè, áèäåj�êè Áåòìåí è Ðîáèí èëè îäàò
ïàðàëåëíî ñî �îêåð (àêî îäè íàëåâî èëè íàäîëó) èëè åäíèîò ñå ïðèáëèæóâà çà äâå ïîëè»à êîí íåãî (àêî
îäè íàãîðå, à Áåòìåí íàäîëó èëè îäè íàäåñíî, à Ðîáèí íàëåâî). (3ï.)

Îñâåí òîà äâèæå»åòî íàëåâî è íàäîëó å îãðàíè÷åíî ñî ðàìêàòà íà òàáëàòà, ïà �îêåð íå ìîæå äà ãî
ïðàâè äî áåñêîíå÷íîñò. Ñïîðåä îâà âî íåêîè îä ÷åêîðèòå ðàñòîjàíèåòî �êå ñå íàìàëóâà è ïî êîíå÷íî ìíîãó
÷åêîðè �êå áèäå íóëà, äî Áåòìåí èëè äî Ðîáèí. Ñî îâà ïîáåäóâààò Áåòìåí è Ðîáèí. (2ï.) ■

Äîêàç 2: Ðàçãëåäóâàìå ïðàâîàãîëíèê P ñî åäíî òåìå âî äîëíèîò ëåâ �êîø è ñòðàíè ñïðîòèâíè íà íåãî:
õîðèçîíòàëíà íàä ïîëåòî âî êîå å Áåòìåí è âåðòèêàëíà äåñíî îä ïîëåòî âî êîå å Ðîáèí (ïî ñåêîj êðóã
ïðàâîàãîëíèêîò ñå ìåíóâà). Àêî ãè îáîèìå ïîëè»àòà íà òàáëàòà íàçèìåíè÷íî öðíî-áåëî, çàáåëåæóâàìå
äåêà òðîjöàòà ñå íà èñòî îáîåíè ïîëè»à (2025 å íåïàðåí). Äîïîëíèòåëíî âî ñåêîj ÷åêîð îäàò íà ñîñåäíî
ïîëå, ïà áîjàòà çà ñåêîj îä íèâ ñå ìåíóâà. Îòòóêà, ïîñëå ñåêîj ÷åêîð íà Áåòìåí è Ðîáèí, òðîjöàòà ñå íà
ïîëè»à âî åäíà áîjà. Ñïîðåä îâà äîêîëêó �îêåð âî íåêîj ìîìåíò ñå íàjäå íà ãîðíàòà/äåñíàòà ñòðàíà îä
P , òîj å íà èñòî ïîëå ñî Áåòìåí/Ðîáèí è òèå ïîáåäóâààò. (3ï.)

Áèäåj�êè âî ñåêîj êðóã Áåòìåí èëè Ðîáèí ñå ïðèäâèæóâà êîí �îêåð, äîëæèíàòà íà áàðåì åäíà îä
ñòðàíèòå íà P ñå íàìàëóâà çà 1. Çàêëó÷óâàìå äåêà ïî êîíå÷íî ìíîãó ÷åêîðè Áåòìåí èëè Ðîáèí �êå áèäå
íà èñòî ïîëå ñî �îêåð (àêî �îêåð îäè íà ïîëå íà ðàñòîjàíèå åäåí îä ñòðàíàòà íà P èëè êîãà äîëæèíàòà
íà åäíàòà ñòðàíà �êå ñå íàìàëè íà 1). Ñî îâà Áåòìåí è Ðîáèí ïîáåäóâààò. (2ï.) ■

Çàáåëåøêà. Ïîáåäíè÷êà ñòðàòåãèjà çà Áåòìåí è Ðîáèí íîñè 2 ïîåíè.

Çàáåëåøêà. Äîêàç äåêà �îêåð íå ìîæå äà ïîáåäè íîñè 1 ïîåí.
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Çàäà÷à 2. Íåêà B1 å ïîäíîæjåòî íà âèñèíàòà ïîâëå÷åíà îä òåìåòî B êîí ñòðàíàòà AC âî îñòðîàãîëíèîò
△ABC. Òî÷êàòà D å ñðåäèíà íà ñòðàíàòà AB, à òî÷êàòà O å öåíòàðîò íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó
△ABC. Ïðàâàòà B1D jà ñå÷å ïðàâàòà CO âî òî÷êàòà E. Äîêàæè äåêà òî÷êèòå B, C, B1 è E ëåæàò íà
èñòà êðóæíèöà.

Ðåøåíèå 1. Íåêà C1 å ïîäíîæjåòî íà âèñèíàòà ïîâëå÷åíà îä òåìåòî C êîí ñòðàíàòà AB. Îä

∠BC1C = ∠BB1C = 90◦

ñëåäóâà äåêà ÷åòèðèàãîëíèêîò BCB1C1 å òåòèâåí. (1ï.)
Íåêà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó ÷åòèðèàãîëíèêîò BCB1C1, ïî âòîð ïàò jà ñå÷å ïðàâàòà CO âî òî÷êà

E′. Òîãàø

∠BE′O ≡ ∠BE′C = ∠BC1C = 90◦ = ∠BDO.

Ñëåäóâà äåêà E′ ëåæè íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △BOD. (2ï.)
Îòòóêà ∠E′DB = ∠E′OB = 180◦ − ∠BOC = 180◦ − 2∠BAC. (2ï.)
Áèäåj�êè ∠BB1C = 90◦, à D å ñðåäèíà íà AB, òàà å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △ABB1, ïà

DB1 = DA. Îòòóêà ∠BDB1 = 2∠BAB1 ≡ 2∠BAC. (2ï.)
Çàêëó÷óâàìå äåêà B1, D è E′ ñå êîëèíåàðíè, ïà E ≡ E′, ò.å. òî÷êàòà E ëåæè íà îïèøàíàòà êðóæíèöà

îêîëó ÷åòèðèàãîëíèêîò BCB1C1, øòî òðåáàøå äà ñå äîêàæå. (1ï.) ■

Ðåøåíèå 2. Áèäåj�êè ∠BB1C = 90◦, à D å ñðåäèíà íà AB, òàà å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó
△ABB1, ïà DB1 = DB. (2ï.)

Îòòóêà ñëåäóâà äåêà ∠EB1B ≡ ∠DB1B = ∠B1BD ≡ ∠B1BA = 90◦ − ∠BAC. (3ï.)
Îä äðóãà ñòðàíà áèäåj�êè O å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà èìàìå

∠ECB ≡ ∠OCB = 90◦ − ∠BOC

2
= 90◦ − ∠BAC. (2ï.)

Ñïîðåä îâà òî÷êèòå B, C, B1 è E ëåæàò íà èñòà êðóæíèöà. (1ï.) ■

Ðåøåíèå 3. Íåêà àãëèòå âî òðèàãîëíèêîò ñå îçíà÷åíè ñòàíäàðäíî ñî α, β è γ. Áèäåj�êè ∠BB1C = 90◦,
à D å ñðåäèíà íà AB, òàà å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △ABB1, ïà DB1 = DA. (2ï.)

Îòòóêà ñëåäóâà äåêà ∠AB1D = ∠DAB1 = α. (1ï.)
Îñâåí òîà ∠ACO = 90◦ − 1

2∠COA = 90◦ − β. (1ï.)
Îòòóêà ñëåäóâà

∠CEB1 = ∠AB1D − ∠ACO = α− 90◦ + β = 90◦ − γ. (1ï.)

Ñåãà äîáèâàìå ∠CBB1 = 90◦ − ∠B1CB = 90◦ − γ. (2ï.)
Ñëåäóâà äåêà òî÷êèòå B, C, B1 è E ëåæàò íà èñòà êðóæíèöà. (1ï.) ■
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Ðåøåíèå 4. Áèäåj�êè ∠BB1C = 90◦, à D å ñðåäèíà íà AB, òàà å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó
△ABB1, ïà DB1 = DB. (2ï.)

Îòòóêà ñëåäóâà äåêà ∠DB1B = ∠B1BD = 90◦ − ∠BAC = ∠CBO = ∠OCB. (2ï.)
Ñïîðåä îâà ïîñòîè ñïèðàëíà ñëè÷íîñò ñî öåíòàð âî B êîjà △BDB1 ãî ïðåñëèêóâà âî △BOC. (2ï.)
Ñëåäóâà äåêà òî÷êàòà E ëåæè íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △BCB1 (àãîëîò íà ðîòàöèjà å åäíàêîâ

íà àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå DB1 è OC). Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà áàðàíîòî. (2ï.) ■

Çàáåëåøêà. Ñëè÷íîñòà △BDD1 ∼ △BOC ìîæå äà ñå äîáèå è îä BD : BO = sin γ = BB1 : BC èëè
△BDO ∼ △BB1C. Çà îâîj äåë ñå äîäåëóâààò âòîðèòå äâà ïîåíè.

Çàäà÷à 3. Äàëè ïîñòîè áåñêîíå÷íà íèçà îä ïðîñòè áðîåâè p1, p2, . . . , pn, . . . , òàêâà øòî çà ñåêîj i ∈ N
âàæè pi+1 ∈ {2pi − 1, 2pi + 1}? Îáðàçëîæè ãî îäãîâîðîò.

Ðåøåíèå 1. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà âàêâà íèçà ïîñòîè è pi å ïðâèîò ÷ëåí íà íèçàòà ïîãîëåì îä 3.
(1ï.)

Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àè:
Àêî pi = 3k + 1, òîãàø pi+1 ∈ {2pi − 1, 2pi + 1} = {6k + 1, 6k + 3}. Áèäåj�êè 3 | 6k + 3 > 3 çàêëó÷óâàìå

äåêà pi+1 = 6k + 1. (1ï.)
Ñî ïðîäîëæóâà»å íà ïîñòàïêàòà äîáèâàìå äåêà pi+t = 2t · 3k + 1 çà ñåêîå t ∈ N0. (1ï.)
Áèäåj�êè pi å íåïàðåí îä ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà 2pi−1 ≡ 1 (mod pi). Îòòóêà ñëåäóâà äåêà

pi+(pi−1) = 2pi−1 · 3k + 1 ≡ 3k + 1 ≡ 0 (mod pi).

Ñïîðåä îâà pi+(pi−1) å äåëèâ ñî pi, à áèäåj�êè å ïîãîëåì îä pi çàêëó÷óâàìå äåêà íå å ïðîñò, øòî å êîíòðà-
äèêöèjà íà ïðåòïîñòàâêàòà. (3ï.)

Ñëè÷íî àêî pi = 3k − 1, òîãàø pi+1 ∈ {2pi − 1, 2pi + 1} = {6k − 3, 6k − 1}. Áèäåj�êè 3 | 6k − 3 > 3
çàêëó÷óâàìå äåêà pi+1 = 6k− 1. Ñî ïðîäîëæóâà»å íà ïîñòàïêàòà äîáèâàìå äåêà pi+t = 2t · 3k− 1 çà ñåêîå
t ∈ N0. Áèäåj�êè pi å íåïàðåí îä ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà 2pi−1 ≡ 1 (mod pi). Îòòóêà ñëåäóâà äåêà

pi+(pi−1) = 2pi−1 · 3k − 1 ≡ 3k − 1 ≡ 0 (mod pi).

Ñïîðåä îâà pi+(pi−1) å äåëèâ ñî pi, à áèäåj�êè å ïîãîëåì îä pi çàêëó÷óâàìå äåêà íå å ïðîñò, øòî å êîíòðà-
äèêöèjà íà ïðåòïîñòàâêàòà. (2ï.)

Çàêëó÷óâàìå äåêà âàêâà íèçà íå ïîñòîè. ■

Çàáåëåøêà. Åäåí ðàçãëåäàí ñëó÷àj (pi = 3k+1 èëè pi = 3k−1) ñå âðåäíóâà ñî 5 ïîåíè ñïîðåä øåìàòà
çà pi = 3k + 1.

Çàáåëåøêà. Äîêîëêó ñå ðàçãëåäàíè äâàòà ñëó÷àè (pi = 3k + 1 è pi = 3k − 1), íî áåç äîêàçîò çà
pi | pi+s(pi−1) è äâàòà ñå âðåäíóâààò ñïîðåä øåìàòà çà pi = 3k + 1, ò.å. ìîæå äà ñå äîáèjàò ìàêñèìóì 4
ïîåíè îä òîj äåë.

Çàáåëåøêà. Çà ñïîìíóâà»å íà òåîðåìàòà íà Ôåðìà áåç êîíêðåòíà èäåjà êàêî äà ñå èñêîðèñòè íå ñå
äîäåëóâààò ïîåíè.
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Çàäà÷à 4. Íåêà x, y è z ñå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè òàêà øòî x2 + y2 + z2 = 3. Äîêàæè äåêà

x3

2 + x
+

y3

2 + y
+

z3

2 + z
≥ 1.

Êîãà âàæè ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå 1. Èìàìå

1 + 2
∑
cyc

x3

2 + x
= (1ï.)

∑
cyc

(
2 · x3

2 + x
+

x2 + 1 + 1

9

)
ÊÌ-ÀÌ

≥
∑
cyc

[
2 · x3

2 + x
+

1

3
·
(
x+ 1 + 1

3

)2
]
= (3ï.)

∑
cyc

[
x3

2 + x
+

x3

2 + x
+

(x+ 2)2

27

]
ÀÌ-ÃÌ

≥
∑
cyc

3
3

√
x3

2 + x
· x3

2 + x
· (x+ 2)2

27
= (2ï.)

3
∑
cyc

x2

3
=3,

øòî ãî èìïëèöèðà áàðàíîòî. (1ï.)
Ðàâåíñòâî �êå âàæè ñàìî àêî 27x3 = (x+ 2)3, ò.å. 3x = x+ 2=⇒x = 1. È ñëè÷íî y = z = 1. (1ï.) ■

Ðåøåíèå 2. Èìàìå ∑
cyc

x3

2 + x
=

∑
cyc

(
x2 − 2x+

4x

2 + x

)
= (2ï.)

−26

9

∑
cyc

x+
5

9

∑
cyc

x2 +
∑
cyc

[
4

9
x(x+ 2) +

4x

2 + x

]
ÀÌ-ÃÌ

≥ (4ï.)

−26

9

∑
cyc

x+
5

3
+

∑
cyc

2

√
4

9
x(x+ 2) · 4x

2 + x
=

5

3
− 2

9

∑
cyc

x
ÀÌ-ÊÌ

≥ 5

3
− 2

9

√
3 (x2 + y2 + z2) =1 (1ï.).

Ðàâåíñòâî �êå âàæè ñàìî àêî x = y = z > 0 øòî å ìîæíî ñàìî çà x = y = z = 1 (1ï.). ■

Ðåøåíèå 3. Êîðèñòåj�êè ãî äàäåíîòî ðàâåíñòâî è ÊÌ-ÀÌ äîáèâàìå:

9(x2 + y2 + z2) = 18 + 3(x2 + y2 + z2) = 3(1 + 1 + x2) + 3(1 + 1 + y2) + 3(1 + 1 + z2)
ÊÌ-ÀÌ

≥
(1 + 1 + x)2 + (1 + 1 + y)2 + (1 + 1 + z)2 = (2 + x)2 + (2 + y)2 + (2 + z)2.

Îòòóêà áèäåj�êè x2 + y2 + z2 = 3 âàæè:

(x2 + y2 + z2)3 ≥ (2 + x)2 + (2 + y)2 + (2 + z)2. (2ï.) (1)

Îä íåðàâåíñòâîòî íà Õîëäåð ((ar+s
1 + ar+s

2 + ar+s
3 )r(br+s

1 + br+s
2 + br+s

3 )s ≥ (ar1b
s
1 + ar2b

s
2 + ar3b

s
3)

r+s), çà
r = 2 è s = 1 èìàìå:

(
x3

2 + x
+

y3

2 + y
+

z3

2 + z
)2((2 + x)2 + (2 + y)2 + (2 + z)2) ≥ (x2 + y2 + z2)3. (4ï.) (2)

Êîðèñòåj�êè ãî (1) âî (2) äîáèâàìå:

(x2 + y2 + z2)3(
x3

2 + x
+

y3

2 + y
+

z3

2 + z
)2 ≥ (x2 + y2 + z2)3 ⇔ (

x3

2 + x
+

y3

2 + y
+

z3

2 + z
)2 ≥ 1,

îä øòî áèäåj�êè x, y, z ∈ R+ ãî äîáèâàìå áàðàíîòî íåðàâåíñòâî: x3

2+x + y3

2+y + z3

2+z ≥ 1. (1ï.)
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Jàñíî áèäåj�êè çà äà ãî äîêàæåìå (1) êîðèñòèìå ÊÌ-ÀÌ íà x2, 1 è 1, y2, 1 è 1 è íà z2, 1 è 1, ðàâåíñòâî
ìîæå äà âàæè ñàìî àêî x = y = z = 1. Îâà ñå ïîòâðäóâà ñî åäíîñòàâíà ïðîâåðêà. (1ï.) ■

Ðåøåíèå 4. Îä íåðàâåíñòâîòî íà Òèòó (
a2
1

b1
+

a2
2

b2
+

a2
3

b3
≥ (a1+a2+a3)

2

b1+b2+b3
) è ÀÌ-ÃÌ, äîáèâàìå

x3

2 + x
+

y3

2 + y
+

z3

2 + z
=

∑
cyc

x4

2x+ x2

T2

≥ (2ï.)

(x2 + y2 + z2)2∑
cyc(2x+ x2)

ÀÌ-ÃÌ

≥ (3ï.)

(x2 + y2 + z2)2∑
cyc((x

2 + 1) + x2)
=

32

3 + 2 · 3
=1. (2ï.)

Îä ÀÌ-ÃÌ ðàâåíñòâî âàæè ñàìî êîãà x = 1, y = 1 è z = 1. (1ï.) ■

Çàáåëåøêà. Ïîåíîò çà ðåâåíñòâî ñå äîäåëóâà ñàìî äîêîëêó å äîêàæàíî íåðàâåíñòâîòî.

Çàáåëåøêà. Ïîåíèòå îä ðàçëè÷íè ðåøåíèjà íå ñå àäèòèâíè, ò.å. ìîæå äà ñå äîáèjàò ïîåíè ñàìî ñïîðåä
åäíî ðåøåíèå èëè çà öåëîñíî ðåøåíà çàäà÷à.

Çàáåëåøêà. Âî íåðàâåíñòâîòî ÊÌ≥ÀÌ≥ÃÌ (ìå�ãó ñðåäèíèòå), ÀÌ îçíà÷óâà Àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà,
ÃÌ - Ãåîìåòðèñêà ñðåäèíà è ÊÌ - Êâàäðàòíà ñðåäèíà.

Çàäà÷à 5. Íåêà M å ñðåäèíàòà íà ñòðàíàòà BC îä △ABC è òî÷êàòà P , ðàçëè÷íà îä B, å òàêâà øòî
÷åòèðèàãîëíèêîò ABMP å òåòèâåí è îïèøàíàòà êðóæíèöà íà △BPC å òàíãåíòíà íà ïðàâàòà AB. Àêî E
å âòîðèîò ïðåñåê ìå�ãó ïðàâàòà BP è îïèøàíàòà êðóæíèöà íà △ABC, îäðåäè ãî îäíîñîò BE : BP .

Ðåøåíèå 1. �Êå äîêàæåìå äåêà áàðàíèîò îäíîñ å 3
2 . (1ï.)

Íåêà D å ñðåäèíàòà íà îòñå÷êàòà BP . Èìàìå äåêà DM å ñðåäíà ëèíèjà âî △BPC, ïà

∠DMB = ∠PCB = ∠DBA = ∠PMA è ∠BDM = ∠BPC = 180◦ − ∠CBA = ∠APM.

Îòòóêà, △BDM ∼ △APM . (2ï.)
Îâà íè äàâà è äåêà ∠MDP = ∠MBA, à çíàåìå è äåêà ∠DPM = ∠BAM , ïà èìàìå è△MDP ∼ △MBA.

Ñåãà,
PM

MA
=

DM

MB
=

BD

MB
· DM

DP
=

BD

MB
· MB

AB
=

BD

AB
,

ïà êàêî øòî ∠DBA = ∠PMA, èìàìå △PMA ∼ △DBA.(3ï.)
Ñëåäóâà äåêà ∠PDA = 180◦ − ∠ADB = 180◦ − ∠APM = ∠CBA, à çíàåìå è äåêà ∠APD = ∠AMB è

∠AED = ∠ACB. Êîíå÷íî, äîáèâàìå äåêà △ADP ∼ △ABM è △ADE ∼ △ABC, ïà ìîðà DP = PE. Êàêî
øòî D å ñðåäèíà íà BP , ãî äîáèâàìå áàðàíèîò ñîîäíîñ BE

BP = 3DP
2DP = 3

2 . (2ï.) ■
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Ðåøåíèå 2. Áèäåj�êè AB å òàíãåíòà íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △BCP çàêëó÷óâàìå äåêà âàæè
∠BPC = 180◦ − ∠CBA, ïà ∠CPE = ∠CBA. Îä òåòèâíèîò ÷åòèðèàãîëíèê ABCE çà àãëèòå èìàìå äåêà
∠PEC ≡ ∠BEC = ∠BAC. Ñïîðåä îâà △EPC ∼ △ABC, îä êàäå ∠ECP = ∠ACB è

PE

BA
=

CP

CB
. (3ï.) (3)

Îä òåòèâíèîò ÷åòèðèàãîëíèê ABMP èìàìå ∠CMP = ∠BAP . Îñâåí òîà

∠PCM = ∠ECM − ∠ECP = ∠ECM − ∠ACB = ∠ECA = ∠PBA,

ïðè øòî çà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî êîðèñòèìå òåòèâíèîò ÷åòèðèàãîëíèê BCEA. Îòòóêà ñëåäóâà äåêà
△ABP ∼ △MCP , ïà èìàìå

BP

BA
=

CP

CM
. (3ï.) (4)

Ñî êîìáèíèðà»å íà (3) è (4) äîáèâàìå PE
BP = CM

CB = 1
2 . Îòòóêà ñëåäóâà äåêà

BE
BP = 3

2 . (2ï.) ■

Ðåøåíèå 3. Íåêà D å ñðåäèíà íà BP , F å ñðåäèíà íà AB è G å òàêâà øòî P å ñðåäèíà íà CG. (1ï.)
Áèäåj�êè AB å òàíãåíòà íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó △BCP ñëåäóâà äåêà ∠BPC = 180◦ − ∠CBA,

ïà ∠GPB = ∠MBA. Îä äðóãà ñòðàíà MP å ñðåäíà ëèíèjà âî △BCG, ïà ∠PBG = ∠BPM = ∠BAM .
Ñïîðåä îâà △ABM ∼ △BPG. (3ï.)

Îòòóêà ∠PDG = ∠BFM = ∠BAC = ∠BEC, ò.å. DG ∥ CE. Îòòóêà ÷åòèðèàãîëíèêîò DCEG å ïàðà-
ëåëîãðàì, øòî çíà÷è äåêà PE = DP = BD. (3ï.)

Çà ñîîäíîñîò èìàìå BE
BP = 3BD

2BD = 3
2 . (1ï.) ■

Çàáåëåøêà. Ïðâèîò ïîåí ñå äîäåëóâà ñàìî àêî ñå äåôèíèðàíè ñèòå ðåëåâàíòíè òî÷êè.

Ðåøåíèå 4. Íåêà J å èíâåðçèjàòà îêîëó B ñî ðàäèóñ r :=
√
BM ·BC. (1ï.)

Çíàåìå J (C) = M è J (M) = C, à äåôèíèðàìå A∗ := J (A), E∗ := J (E) è P ∗ := J (P ). (1ï.)
Òîãàø ñî J êðóæíèöàòà (ABMP ) ñå ïðåñëèêóâà âî ïðàâàòà A∗ − P ∗ − C, êðóæíèöàòà (ABC) ñå

ïðåñëèêóâà âî ïðàâàòà A∗M è áèäåj�êè AB å òàíãåíòíà íà (BPC), òàà ñå ïðåñëèêóâà âî C-ñðåäèøíàòå
ëèíèjà âî △BCA∗. (2ï.)

Ñïîðåä îâà P ∗ å ñðåäèíà íà A∗C è îòòóêà E∗ å òåæèøòåòî íà △A∗BC. Ñåãà, BP∗

BE∗ = 3
2 , è êîíå÷íî

BE

BP
=

r2

BE∗

r2

BP∗

=
BP ∗

BE∗ =
3

2
. (3ï.)

Ñïîðåä îâà áàðàíèîò ñîîäíîñ å 3
2 . (1ï.) ■

Çàáåëåøêà. Âòîðèîò ïîåí ñå äîäåëóâà ñàìî àêî ñå äåôèíèðàíè òðèòå ðåëåâàíòíè ñëèêè íà òî÷êè ïðè
èíâåðçèjàòà, à ñëåäíèòå äâà çà òðèòå ñëèêè íà êðóæíèöè.

Çàáåëåøêà. Ïîåíèòå îä ðàçëè÷íè ðåøåíèjà íå ñå àäèòèâíè, ò.å. ìîæå äà ñå äîáèjàò ïîåíè ñàìî ñïîðåä
åäíî ðåøåíèå èëè çà öåëîñíî ðåøåíà çàäà÷à.

Çàáåëåøêà. Åäåí ïîåí ñå äîáèâà çà òî÷åí ðåçóëòàò áåç äîêàç.
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