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Äåí 1: Ðåøåíèjà è ðàñïðåäåëáà íà ïîåíè

Çàäà÷à 1. Íåêà p = p1, p2, ..., pk ñå ðàçëè÷íè ïðîñòè áðîåâè è íåêà a2, a3, ..., ak ñå íåíåãàòèâíè
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Äîêàæåòå äåêà
(p2 − 1) | (pm− n) .

Ðåøåíèå 1. Çàáåëåæóâàìå äåêà
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(2ï)

Ñëåäñòâåíî,
(p+ 1) | (m+ n) è (p− 1) | (m− n) .

(2ï)
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Ñåãà òâðäå»åòî âî çàäà÷àòà ñëåäóâà îä ðàâåíñòâîòî
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□

Ðåøåíèå 2. Íåêà A =
k∏

i=2

(pi + 1), B =
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2
.

(5ï)

Jàñíî A è B ñå ñî èñòà ïàðíîñò, ïà A+B
2 å öåë áðîj, îä êàäå ñëåäóâà äåêà pm − n å äåëèâ ñî

(p+ 1)(p− 1) = p2 − 1. (2ï) □



Çàäà÷à 2. Íåêà u, v, w ñå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè. Äîêàæåòå äåêà ïîñòîè öèêëè÷íà ïåðìóòàöèjà
(x, y, z) íà (u, v, w) òàêà øòî íåðàâåíñòâîòî

a

xa+ yb+ zc
+

b

xb+ yc+ za
+

c

xc+ ya+ zb
≥ 3

x+ y + z

âàæè çà ñèòå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè a, b è c.

Ðåøåíèå. Jàñíî å äåêà âàæè áàðåì åäíî îä íåðàâåíñòâàòà v+w ≥ 2u, u+w ≥ 2v, v+w ≥ 2u.
(1ï) Íåêà (x, y, z) å öèêëè÷íà ïåðìóòàöèjà íà (u, v, w) òàêâà øòî y + z ≥ 2x. (1ï) Ëåâàòà
ñòðàíà íà ïîñàêóâàíîòî ðàâåíñòâî å åäíàêâà íà

a2

xa2 + yab+ zac
+

b2

xb2 + ybc+ zab
+

c2

xc2 + yac+ zbc
.

(1ï)

Ïðèìåíóâàj�êè ãî íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Øâàðö (âî îáëèêîò íà Àðòóð Åíãåëñ) èìàìå

a2

xa2 + yab+ zac
+

b2

xb2 + ybc+ zab
+

c2

xc2 + yac+ zbc
≥ (a+ b+ c)2

x(a2 + b2 + c2) + (y + z)(ab+ ac+ bc)
.

(1ï)

Îçíà÷óâàìå S = a2 + b2 + c2 è P = ab+ ac+ bc. Äîâîëíî å äà äîêàæåìå äåêà

S + 2P

xS + (y + z)P
≥ 3

x+ y + z
.

(1ï)

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà (y+z−2x)(S−P ) ≥ 0, øòî å î÷èãëåäíî çàäîâîëåíî
áèäåj�êè S ≥ P è y + z ≥ 2x. (2ï) □



Çàäà÷à 3. Äàäåí å △ABC, òî÷êè K è L íà AB, òî÷êè M è N íà BC è òî÷êè P è Q íà
CA, òàêâè øòî AK = LB < 1

2AB, BM = NC < 1
2BC è CP = QA < 1

2AC. Ïðåñå÷íèòå òî÷êè
íà KN ñî MQ è LP ñå R è T ñîîäâåòíî, à ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà NP ñî LM è KQ ñå D è E
ñîîäâåòíî. Äîêàæè äåêà ïðàâèòå DR, BE è CT ìèíóâààò íèç åäíà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Íåêà U, V è W ñå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà AB, BC è CA ñî MQ, KN è PL ñîîäâåòíî.
Íåêîè îä îâèå òî÷êè ìîæå äà áèäàò ½áåñêîíå÷íèòå� íà ñîîäâåòíèòå ïðàâè. (1ï)
Îä òåîðåìà íà Ìåíåëàj çà △ABC è ïðàâèòå MQ, KN è PL äîáèâàìå:

AU

UB
= −AQ

QC
· CM

MB
,

BV

V C
= −BL

LA
· AP

PC
,

CW

WA
= −CN

NB
· BK

KA
.

Ïî íèâíî ìíîæå»å äîáèâàìå:

AU

UB
· BV

V C
· CW

WA
= −AQ

QC
· CM

MB
· BL

LA
· AP

PC
· CN

NB
· BK

KA
= −1.

Îä îáðàòíàòà òåîðåìà íà Ìåíåëàj ñëåäóâà äåêà òî÷êèòå U , V è W ñå êîëèíåàðíè. (2ï)
Ñïîðåä îâà △ALP è △RMN ñå êîîñíè. Îä òåîðåìàòà íà Äåçàðã äîáèâàì äåêà △ALP è
△RMN ñå êîïîëàðíè, ò.å. A,R è D ñå êîëèíåàðíè. (1ï)
Íåêà S å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà LP è MQ. Îä èñòè ïðè÷èíè △BKN è △SQP ñå êîîñíè, ïà

ñïîðåä òåîðåìàòà íà Äåçàðã è êîïîëðàíè, ò.å. òî÷êèòå B, S è E ñå êîëèíåàðíè. (1ï)

Ïîâòîðíî îä êîëèíåàðíîñòà íà U , V è W , ñëåäóâà äåêà △ABC è △RST ñå êîîñíè, øòî îä
òåîðåìàòà íà Äåçàðã ïîâëåêóâà äåêà ñå êîïîëàðíè, ïà AR ≡ DR, BS ≡ BE è CT ñå ñå÷àò âî
åäíà òî÷êà. (1ï)
Ïðàâèòå AR,BS è CT íå ìîæàò äà ñå ïàðàëåëíè áèäåj�êè R,S è T ñå âî △ABC. (1ï) □
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Äåí 2: Ðåøåíèjà è ðàñïðåäåëáà íà ïîåíè

Çàäà÷à 4. Íåêà △ABC å ðàçíîñòðàí è îñòðîàãîëåí. Íåêà kA å êðóæíèöàòà ñî äèjàìåòàð BC,
à BA è CA ñå äîïèðíèòå òî÷êè íà íåjçèíèòå òàíãåíòè îä òî÷êàòà A, òàêà øòî B è BA ñå íà
ðàçëè÷íè ñòðàíè îä AC, à C è CA ñå íà ðàçëè÷íè ñòðàíè îä AB. Íà èñò íà÷èí (öèêëè÷íî) ãè
äåôèíèðàìå òî÷êèòå BA, BC , CA è CB.
Äîêàæåòå äåêà ïðàâèòå BACA, CBAB è ACBC ñå ñå÷àò âî åäíà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Ïðâî �êå jà äîêàæåìå ñëåäíàòà ëåìà:
Ëåìà. Íåêà ω å êðóæíèöà è P å òî÷êà íàäâîð îä ω. Íåêà L è K ñå äîïèðíèòå òî÷êè íà
òàíãåíòèòå îä P íà ω. Äâå ðàçëè÷íè ïðàâè m è n íèç P ñå òàêâè øòî m jà ñå÷å ω âî M1 è M2,
à n jà ñå÷å ω âî N1 è N2. Àêî M1N1 ∩M2N2 = T è M1N2 ∩M2N1 = S, òîãàø K, L, S è T ñå
êîëèíåàðíè. (5ï)

Äîêàç 1. Íåêà TS ∩ m = U . Îä òåîðåìèòå íà ×åâà è Ìåíåëàj çà △M1M2T , òî÷êàòà S è
ïðàâàòà n äîáèâàìå:

(1)
M1U

UM2

=
M1N1

N1T
· TN2

N2M2

= −M1P

PM2

.

(2ï)

Íåêà LK ∩ m = V . Îä ñëè÷íèòå òðèàãîëíèöè △PM1K ∼ △PKM2, △PM1L ∼ △PLM2,
△M1KV ∼ △M2LV è △M1LV ∼ △M2KV èìàìå:

M1P

M2P
=

M1P

KP
· KP

M2P
=

M1P

KP
· LP

M2P
=

M1K

KM2
· LM1

M2L
M1V

M2V
=

M1V

KV
· KV

M2V
=

M1L

KM2
· KM1

M2L
.

Áèäåj�êè P å íàäâîð îä ω, ïà è íàäâîð îä M1M2, à V å âî ω, ïà è âî M1M2, çàêëó÷óâàìå äåêà

(2)
M1V

VM2

= −M1P

PM2

.

(2ï)



Ñî êîìáèíèðà»å íà (1) è (2) äîáèâàìå U ≡ V . Îä ïðè÷èíè íà ñèìåòðèjà, åêâèâàëåíòíî
äåôèíèðàíèòå òî÷êè U ′ è V ′ íà n ñå ñîâïà�ãààò. Ñëåäóâà äåêà òî÷êèòå K, L, S è T ëåæàò íà
ïðàâàòà UU ′, ò.å. ñå êîëèíåàðíè. (1ï) □

Äîêàç 2. Ïîçíàòî å äåêà ïðàâèòå TM1 è TM2 õàðìîíèñêè ãè äåëàò TP è TS, ò.å. âàæè
(TP, TS;TM1, TM2) = −1 (äèjàãîíàëà âî êîìïëåòåí ÷åòèðèñòðàíèê). (2ï)
Îä äðóãà ñòðàíà èìåìå:

(LP,LK;LM1, LM2) =
sin∠PLM1

sin∠M1LK
· sin∠KLM2

sin∠M2LP
=

− LM1

KM1
· KM2

LM2
= −LM1

LM2
· KM2

KM1
= − PL

PM2
· PM2

PK
= −1.

(2ï)

Ïà, KL è ST ïîìèíóâààò íèç èñòèòå òî÷êè U íà m è U ′ íà n. Ñïîðåä îâà K, L, S è T ñå
êîëèíåàðíè. (1ï) □

Äîêàç 3. Îä òåîðåìàòà íà Áðîêàðä, ïðàâàòà TS å ïîëàðà çà òî÷êàòà P . (3ï)
Îä äðóãà ñòðàíà KL ïî äåôèíèöèjà å ïîëàðàòà çà P , ïà K, L, S è T ñå êîëèíåàðíè. (2ï) □

Íåêà BH è CH ñå ïîäíîæjàòà íà âèñèíèòå âî △ABC, îä B è C ñîîäâåòíî. Îä ïðàâèòå àãëè
∠BBHC = ∠BCHC = 90◦, ñëåäóâà äåêà BH è CH ëåæàò íà kA. Áèäåj�êè îðòîöåíòàðîò H âî
△ABC å âî ïðåñåêîò íà BBH è CCH , îä ëåìàòà ñëåäóâà äåêà H ëåæè íà BACA. Îä ïðè÷èíè
íà ñèìåòðèjà H ëåæè è íà ACBC è íà CBAB. Çàêëó÷óâàìå äåêà ïðàâèòå BACA, ACBC è CBAB

ìèíóâààò íèç åäíà òî÷êà (H). (2ï) □



Çàäà÷à 5. Íàjäåòå ãî íàjãîëåìèîò ïîçèòèâåí öåë áðîj k çà êîj ïîñòîè êîíâåêñåí ïîëèåäàð P
ñî ñëåäíèâå îñîáèíè:
1) P èìà òî÷íî 666 ðåáðà.
2) Ñòåïåíèòå íà òåìè»àòà íà P íå ñå ðàçëèêóâààò çà ïîâå�êå îä 1.
3) Ðåáðàòà íà P ìîæàò äà ñå îáîjàò ñî k áîè, òàêà øòî çà ñåêîjà áîjà c è ïàð ðàçëè÷íè òåìè»à
(V1, V2) ïîñòîè åäíîáîåí ïàò ïîìå�ãó V1 è V2 âî áîjàòà c.

Ðåøåíèå. Îäãîâîð: k = 2.(1ï)
Ðåøåíèåòî �êå ãî íàïðàâèìå âî äâà ÷åêîðè. Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà k < 3, à ïîòîà èíäóêòèâíî

�êå äàäåìå îáîjóâà»å íà P çà k = 2.
Íåêà P èìà V òåìè»à, E ðàáîâè è F ñòðàíè.
Äà ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíî, ò.å. äåêà k > 2. Âî îâîj ñëó÷àj èìàìå k äèñjóíêòíè äðâà ñî

V òåìè»à, ïà E ≥ 3(V − 1). Ñåêîjà ñòðàíà èìà áàðåì òðè ðàáîâè, à ñåêîj ðàá å çàåäíè÷êè çà
òî÷íî äâå ñòðàíè, îä êàäå äîáèâàìå 2E ≥ 3F . Ñî ñîáèðà»å íà îâèå äâå íåðàâåíñòâà äîáèâàìå
3E ≥ 3(V − 1 + F ), ò.å. E + 1 ≥ V + F . Ïîñëåäíîòî å ïðîòèâðå÷íî íà Îjëåðîâàòà ôîðìóëà
(E + 2 = V + F ). Ñî îâà äîêàæàâìå äåêà k < 3.(3ï)
Ñåãà ñî ïîìîø íà èíäóêöèjà �êå äîêàæåìå äåêà êîãà k = 2 çà ñåêîj ïðèðîäåí áðîj n, ïîñòîè

êîíâåêñåí ïîëèåäàð P6n ñî 6n ðàáîâè êîj ãè çàäîâîëóâà óñëîâèòå íà çàäà÷àòà.
Çà n = 1, ðàçãëåäóâàìå òåòðàåäàð ABCD (öðòåæ ëåâî). Åäíî áîå»å êîå ãè çàäîâîëóâà

óñëîâèòå íà çàäà÷àòà å àêî AB, AD è CD ñå âî ïðâàòà áîjà (ïîëíà ëèíèjà), à AC, BC è BD
âî âòîðàòà (èñïðåêèíàòà ëèíèjà).

Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ñìå êîíñòðóèðàëå ïîëèåäàð P6n, êîj å îáîåí òàêà øòî ãè çàäîâîëóâà
óñëîâèòå íà çàäà÷àòà, ñåêîå òåìå èìà ñòåïåí òðè èëè ÷åòèðè è èìà òðèàãîëíèê çà ñòðàíà, òàêîâ
øòî ñèòå íåãîâè òåìè»à èìààò ñòåïåí òðè.
Êîíñòðóêöèjàòà íà P6n+6 jà ïðàâèìå ñî ëåïå»å íà ïîòñå÷åíà òðèñòðàíà ïèðàìèäà (öðòåæ

äåñíî) íà èçáðàíèîò òðèàãîëíèê, òàêà øòî △ABC ñå ëåïè ñî îâîj òðèàãîëíèê. Jàñíî íà îâèå
òåìè»à ñå äîäàâà ïî åäåí ðàá, ïà ñòåïåíîò ñå çãîëåìóâà íà ÷åòèðè, à íîâèîò òðèàãîëíèê
ñî òåìè»à ñî ñòåïåí òðè å A′B′C ′. Îñâåí òîà äî òåìåòî A′ ìîæå äà ñå äîjäå ñî ïîëíà ëèíèjà
ïðåêó A, à äî òåìè»àòà B′ è C ′ ïðåêó C (AA′, CC ′ è C ′B′ ñå ñî ïîëíà ëèíèjà). Ñî èñïðåêèíàòà
ëèíèjà äî ñèòå òåìè»à ìîæå äà ñå äîjäå ïðåêó B (BB′, B′A′ è A′C ′ ñå ñî èñïðåêèíàòà ëèíèjà).
Ñïîðåä îâà P6n+6 ãè çàäîâîëóâà óñëîâèòå íà çàäà÷àòà è äîïîëíèòåëíèîò óñëîâ çà ïîñòîå»å íà
òðèàãîëíèê (△A′B′C ′) âî êîj ñèòå òåìè»à èìààò ñòåïåí òðè.
Îä ïðèíöèïîò íà ìàòåìàòè÷êà èíäóêöèjà ñëåäóâà äåêà îâà ìîæå äà ñå íàïðàâè çà ñåêîj n,

ïà è çà n = 111, ò.å. çà ïîëèåäàð ñî òî÷íî 666 ðàáîâè. (3ï)
Áîå»åòî ìîæå äà ñå íàïðàâè è äèðåêòíî âî ðàçâèåíà ôîðìà:

□



Çàäà÷à 6. Íåêà a, b ñå ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè òàêâè øòî a+ 1, b+ 1 è ab ñå ïîëíè êâàäðàòè.
Äîêàæåòå äåêà ÍÇÄ(a, b) + 1 å èñòî òàêà ïîëí êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèìå äåêà çà a = b, ÍÇÄ(a, b) + 1 = a+ 1 å ïîëí êâàäðàò.(1ï)
Áåç ãóáå»å îä îïøòîñòà, äà ïðåòïîñòàâèìå a < b. Íåêà a+1 = A2, b+1 = B2, êàäå 1 < A < B

ñå ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè. Îçíà÷óâàìå g = ÍÇÄ(a, b). Òîãàø, ñî îãëåä äåêà ab å ïîëí êâàäðàò,
ïîñòîjàò çàåìíî ïðîñòè ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè x, y òàêâè øòî:

a = A2 − 1 = gx2 è b = B2 − 1 = gy2 .

(2ï)

Çíà÷è ïàðîâèòå (A, x) è (B, y) jà çàäîâîëóâààò ñëåäíàòà ðàâåíêà íà Ïåë:

p2 − gq2 = 1 .

Àêî (p1, q1) å ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà îâàà ðàâåíêà, òîãàø ñåêîå äðóãî ðåøåíèå å
ãåíåðèðàíî îä ðåêóðåíòíèòå ðàâåíêè:

pn+1 = p1pn + gq1qn(3)

qn+1 = p1qn + q1pn .(4)

(2ï)

Îòòàìó q1 | qn çà ñåêîj n. Çíà÷è q1 | x, y, ïà q1 | (x, y) = 1 øòî ïîâëåêóâà äåêà q1 = 1. Íî
òîãàø, èìàj�êè ãî ïðåäâèä ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå, èìàìå:

1 = p21 − gq21 = p12 − g .

Ñëåäñòâåíî,

g + 1 = p21 ,

øòî è òðåáàøå äà ñå äîêàæå.(2ï)
□


