
×åòâðòè Ìåìîðèjàëåí Ìàòåìàòè÷êè Íàòïðåâàð

Àëåêñàíäàð Áëàæåâñêè - Öàíå

Êàòåãîðèjà: JÓÍÈÎÐÈ

Ðåøåíèjà è ðàñïðåäåëáà íà ïîåíè

Çàäà÷à 1. Íèç äàäåíà òî÷êà O âî ðàìíèíàòà ñå ïîâëå÷åíè n ïðàâè. Îäðåäåòå jà íàjãîëåìàòà
ìîæíà âðåäíîñò k (çàâèñíî îä n) çà êîjà ñåêîãàø ìîæåìå íåêîè k îä òèå n ïðàâè äà îáîèìå
öðâåíî áåç ïðèòîà äà ôîðìèðàìå ïàð çàåìíî íîðìàëíè öðâåíè ïðàâè.

Ðåøåíèå. �Êå äîêàæåìå äåêà îäãîâîðîò å: k = n
2 àêî n å ïàðåí è k = n+1

2 àêî n å íåïàðåí. Äà
ðàçãëåäàìå íàjãîëåìî ìîæíî ïîäìíîæåñòâî A îä òèå n ïðàâè òàêà øòî íèêîè äâå ïðàâè îä A íå
ñå çàåìíî íîðìàëíè (1ï). Íåêà A ñå ñîñòîè îä òî÷íî a ïðàâè, ò.å. jAj = a. Ñî �A ãî îçíà÷óâàìå
ìíîæåñòâîòî îä ïðåîñòàíàòèòå n�a ïðàâè. Äà çàáåëåæèìå äåêà ñåêîjà ïðàâà îä �A å íîðìàëíà
íà íåêîjà ïðàâà îä A. Èìåíî, âî ñïðîòèâíî áè ìîæåëå äà ïðåôðëèìå îä �A âî A íåêîjà ïðàâà
øòî íå ãî èñïîëíóâà ñïîìåíàòèîò óñëîâ - ñî òîà áè äîáèëå ïîãîëåìî ïîäìíîæåñòâî ïðàâè îä
êîè íèêîè äâå íå ñå çàåìíî íîðìàëíè, øòî ïðîòèâðå÷è íà ïðåòïîñòàâåíàòà ìàêñèìàëíîñò íà
A. Çà ñåêîjà ïðàâà ` 2 A, íàjìíîãó åäíà ïðàâà îä �A å íîðìàëíà íà `. Ñëåäñòâåíî, n � a � a.
Åêâèâàëåíòíî, a � n

2 . Äà çàáåëåæèìå äåêà àêî ãè îáîèìå âî öðâåíî òîêìó ïðàâèòå îä A

äîáèâàìå åäíî ïîñàêóâàíî áîå»å. Çíà÷è, áèäåj�êè a å ïðèðîäåí áðîj, ñåêîãàø ìîæåìå äà îáîèìå
k = n

2 ïðàâè íà ïîñàêóâàíèîò íà÷èí êîãà n å ïàðåí è k = n+1
2 êîãà n å íåïàðåí (2ï).

Îñòàíóâà äà äîêàæåìå äåêà ïîñòîè êîíôèãóðàöèjà îä n ïðàâè íèç òî÷êàòàO êîjà íå äîçâîëóâà
äà ñå îáîjàò âî öðâåíî ïîâå�êå îä n

2 ïðàâè çà ïàðíî n îäíîñíî n+1
2 ïðàâè çà íåïàðíî n. Áåç

ãóáå»å íà îïøòîñòà, äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà O å êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê íà ðàìíèíàòà. Çà
n = 2m, èçáèðàìå m ðàçëè÷íè ïðàâè íèç O òàêâè øòî ñåêîjà èìà ïîçèòèâåí êîåôèöèåíò íà
ïðàâåö, è êîí íèâ ïðèäîäàâàìå óøòåm ïðàâè íèç O ñåêîjà îä êîè å íîðìàëíà íà åäíà îä ïðâèòå
m ïðàâè. Âòîðèòåm ïðàâè èìààò ðàçëè÷íè íåãàòèâíè êîåôèöèåíòè íà ïðàâåö, øòî çíà÷è äåêà
èìàìå âêóïíî n ðàçëè÷íè ïðàâè êîè ìîæåìå äà ãè ïîäåëèìå âî m ïàðîâè îä çàåìíî íîðìàëíè
ïðàâè. Äà ðàçãëåäóâàìå ïðîèçâîëíî ïîñàêóâàíî áîå»å. Âî ñåêîj ïàð ìîæå äà ïîñòîè íàjìíîãó
åäíà öðâåíà ïðàâà, è îòòóêà k � m = n

2 (2ï). Àêî n = 2m + 1, jà êîðèñòèìå ïðåòõîäíàòà



êîíñòðóêöèjà ñî m ïðàâè ñî ïîçèòèâíè êîåôèöèåíòè íà ïðàâåö è m ïðàâè íîðìàëíè íà íèâ.
Jà äîäàâàìå ïðàâàòà x = 0. Òàêà èìàìå m ïàðîâè êîè ìîæàò äà ñîäðæàò íàjìíîãó åäíà öðâåíà
ïðàâà è óøòå jà èìàìå ïðàâàòà x = 0. Çàòîà, çà íåïàðíî n, íå ïîñòîjàò ïîâå�êå îä m+ 1 = n+1

2
öðâåíè ïðàâè òàêà øòî íèêîè äâå íå ñå çàåàìíî íîðìàëíè (2ï). �

Çàäà÷à 2. Íåêà a; b; c; d ñå öåëè áðîåâè. Äîêàæåòå äåêà çà ñåêîj ïîçèòèâåí öåë áðîj n, ïîñòîjàò
áàðåì

�
n
4

�
ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè m � n òàêâè øòî m5 + dm4 + cm3 + bm2 + 2021m + a íå å

ïîëí êâàäðàò. (Çà ñåêîj ðåàëåí áðîj x, ñî bxc ñå îçíà÷óâà íàjãîëåìèîò öåë áðîj � x.)

Ðåøåíèå. Íåêà P (m) = m5 + dm4 + cm3 + bm2 + 2021m + a. Ïðâî äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà
m � 0 (mod 4). Òîãàø P (m) � a (mod 4). (1ï) Çàòîà, àêî çà òàêâî m, P (m) å ïîëí êâàäðàò,
ìîðà äà âàæè èëè a � 0 (mod 4) èëè a � 1 (mod 4). (1ï)

Äà ïðåòïîñòàâèìå ñåãà äåêà m � 2 (mod 4). Òîãàø P (m) � m + a � 2 + a (mod 4). (1ï)
Çàòîà, àêî çà òàêâî m, P (m) å ïîëí êâàäðàò, òîãàø ìîðà äà âàæè èëè a+ 2 � 0 (mod 4) èëè
a+ 2 � 1 (mod 4), îäíîñíî, èëè a � 2 (mod 4) èëè a � 3 (mod 4). (1ï)

Îòòóêà, àêî a � 2 (mod 4) èëè a � 3 (mod 4), òîãàø P (m) íå å ïîëí êâàäðàò íè çà åäíî m
òàêâî øòî m � 0 (mod 4). (1ï) Îä äðóãà ñòðàíà, àêî a � 0 (mod 4) èëè a � 1 (mod 4), òîãàø
P (m) íå å ïîëí êâàäðàò íèòó çà åäíî m òàêâî øòî m � 2 (mod 4). (1ï) Ñåãà å jàñíî äåêà çà
ñåêîj ïðèðîäåí áðîj n, èìàìå áàðåì

�
n
4

�
ïðèðîäíè áðîåâè m � n òàêâè øòî P (m) íå å ïîëí

êâàäðàò. (1ï) �

Çàäà÷à 3. Íåêà R+ å ìíîæåñòâîòî ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè. Íàjäåòå ãè ñèòå ôóíêöèè
f : R+ ! R

+ òàêâè øòî çà ñèòå x; y > 0 âàæè

f(xy + f(x)) = yf(x) + x:

Ðåøåíèå. �Êå äàäåìå òðè íà÷èíè íà ðåøàâà»å.

Ïðâ íà÷èí. Äà äîêàæåìå ïðâî äåêà f å èíjåêòèâíà. Ïðåòïîñòàâóâàj�êè ãî ñïðîòèâíîòî,
ïîñòîjàò 0 < p < q òàêà øòî f(p) = f(q) = r. Çåìàìå x = p è y = 1

p
è äîáèâàìå

f(1 + f(p)) =
f(p)

p
+ p:

Ñëè÷íî, çåìàj�êè x = q è y = 1
q
, äîáèâàìå

f(1 + f(q)) =
f(q)

q
+ q:

Îòòóêà

p+
f(p)

p
= f(1 + f(p)) = f(1 + f(q)) = q +

f(q)

q
:

Ñî äðóãè çáîðîâè, èìàìå p2q+ qr = pq2 + pr. Îâà å åêâèâàëåíòíî ñî pq(p� q) + (q� p)r = 0
îäíîñíî ñî (q � p)(r � pq) = 0. Áèäåj�êè ïðåòïîñòàâèâìå äåêà q > p, ñëåäóâà pq = r. (1ï) Íî
çåìàj�êè x = p äîáèâàìå äåêà: f(py+ pq) = pqy+ p çà ñåêîå y > 0. Ñëè÷íî, x = q íè äàâà äåêà:
f(qy + pq) = pqy + q çà ñåêîå y > 0. Çíà÷è f(2pq) = pq2 + p è f(2pq) = p2q + q, ïà òàêà



pq2 + p = p2q + q =) (pq � 1)(q � p) = 0 =) pq = 1:

Íî, òîãàø áè âàæåëî f(py + 1) = y + p è f(qy + 1) = y + q çà ñåêîå y > 0. Ñëåäñòâåíî,

q

p
+ p = f(q + 1) = 1 + q =)

1

p
+ p2 = 1 + p () p3 � p2 � p+ 1 = 0

() (p2 � 1)(p� 1) = 0 () p = 1:

Îä pq = 1 äîáèâàìå q = p = 1. Îâàà ïðîòèâðå÷íîñò äîêàæóâà äåêà f å èíjåêòèâíà. (1ï)

Ñåãà äà çåìåìå x = 1
2 è y = 1

2�f( 1
2
)
: Òîãàø çà t = 1

2 �
1

2�f( 1
2
)
+ f

�
1
2

�
èìàìå

f(t) =
1

2 � f
�
1
2

� � f
�
1

2

�
+

1

2
=

1

2
+

1

2
= 1:

Ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî a > 1. Àêî çåìåìå x = t è y = a�1
t

> 0 äîáèâàìå

f

�
t �

a� 1

t
+ f(t)

�
=

a� 1

t
� f(t) + t () f(a) =

1

t
� a+ t�

1

t
:

Ñî òîà èìàìå ôîðìóëà çà f(a) êîãà a > 1. (2ï) Çåìàj�êè x = y = 2 > 1 è ïðèìåíóâàj�êè jà
ãîðåíàâåäåíàòà ôîðìóëà ãî äîáèâàìå ñëåäíîâî:

f(4 + f(2)) = 2f(2) + 2 () f(4 +
2

t
+ t�

1

t
) = 2 �

�
2

t
+ t�

1

t

�
+ 2

() f

�
4 + t+

1

t

�
=

2

t
+ 2t+ 2 ()

1

t
�

�
4 + t+

1

t

�
+ t�

1

t
=

2

t
+ 2t+ 2

()
1

t
+

1

t2
= t+ 1 () t3 + t2 � t� 1 = 0 () (t2 � 1)(t+ 1) = 0 () t = 1:

Àêî êîðèñòèìå t = 1 âî ôîðìóëàòà çà f(a) êîãà a > 1, äîáèâàìå äåêà f(a) = a çà ñåêîj a > 1.
Èñòî òàêà èìàìå f(1) = f(t) = 1. (1ï)

Íåêà a < 1. Çåìàìå x = a è y = 1
f(a) , è äîáèâàìå

f

�
a

f(a)
+ f(a)

�
=

1

f(a)
� f(a) + a = a+ 1:

Çàðàäè a+1 > 1 èìàìå f(a+1) = a+1. Íî f å èíjåêòèâíà, øòî çíà÷è äåêà a
f(a) +f(a) = a+1.

Åêâèâàëåíòíî,

a+ f(a)2 = (a+ 1)f(a) () f(a)2 � (a+ 1)f(a) + a = 0 () (f(a)� 1)(f(a)� a) = 0:

Êîãà a < 1, îä èíjåêòèâíîñòà äîáèâàìå f(a) 6= 1, ïà îòòóêà f(a) = a çà ñåêîj a < 1. (1ï)
Çàêëó÷óâàìå äåêà f(a) = a çà ñåêîå a > 0. Ëåñíî ñå ïðîâåðóâà äåêà îâàà ôóíêöèjà å íàâèñòèíà
ðåøåíèå. (1ï) �

Âòîð íà÷èí. Íåêà ñìåíàòà âî äàäåíàòà ôóíêöèjà å P (x; y).
Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ïîñòîjàò a; b 2 R+ çà êîè f(a) = f(b). Ñìåíèòå P (a; 1

af(a)) è P (b; 1
bf(b))

íè äàâààò
1

b
+ b = f

�
1

f(b)
+ f(b)

�
= f

�
1

f(a)
+ f(a)

�
=

1

a
+ a;

øòî å åêâèâàëåíòíî ñî (ab� 1)(a� b) = 0. Çíà÷è ðàâåíñòâîòî f(a) = f(b) èìïëèöèðà a = b èëè
a = 1

b
(1). (2ï)



Ñìåíàòà P (x2 ;
x

2f(x
2
)) íè äàâà:

f

�
x2

4 � f(x2 )
+ f

�x
2

��
= x;

øòî ïîâëåêóâà äåêà ôóíêöèjàòà f å ñóðjåêòèâíà. Ïîíàòàìó, îâà èìïëèöèðà äåêà ïîñòîè k 2 R+

òàêîâ øòî f(k) = 1. Ñåãà, ñìåíàòà P (k; x) íè äàâà f(kx + 1) = x + k (2). (1ï) Ðàçãëåäóâàìå
òðè ñëó÷àè:

1� k > 1
Çàìåíóâàj�êè k�1

k
çà x (2) èìïëèöèðà 1 = f(k) = f(k � k�1

k
+ 1) = k�1

k
+ k, ò.å. k2 = 1, øòî å

êîíòðàäèêöèjà ñî ïðåòïîñòàâêàòà k > 1. (1ï)

2� k = 1
Ðàâåíñòâîòî (2) å ñåãà åêâèâàëåíòíî ñî f(x+ 1) = x+ 1, ò.å. f(x) = x çà x 2 (1;+1). Çåìàj�êè
äîâîëíî ãîëåìî y òàêà øòî y > 1 è xy+f(x) > 1 è çàìåíóâàj�êè ãî âî ïî÷åòíàòà ôóíêöèîíàëíà
ðàâåíêà èìàìå xy+f(x) = yf(x)+x, îäíîñíî (y�1)(f(x)�x) = 0. Ñî îãëåä íà òîà äåêà y > 1,
äîáèâàìå äåêà f(x) = x çà ñèòå x 2 R+. (1ï)

3� k < 1
Çàìåíóâàj�êè 1 � k çà x âî (2) èìàìå f(k � k2 + 1) = 1 = f(k), øòî ñïîðåä (1) èìïëèöèðà
k � k2 + 1 = k ò.å. k2 = 1 (øòî ïðîòèâðå÷è íà 0 < k < 1) èëè ïàê k � k2 + 1 = 1

k
, øòî å

åêâèâàëåíòíî ñî (k � 1)2(k + 1) = 0 (íî îâà ïîâòîðíî ïðîòèâðå÷è íà 0 < k < 1). (1ï)

Îòòóêà, åäèíñòâåíîòî ìîæíî ðåøåíèå íà äàäåíàòà ôóíêöèîíàëíà ðàâåíêà å f(x) = x. Ëåñíî
ñå ïðîâåðóâà äåêà èäåíòè÷íàòà ôóíêöèjà jà çàäîâîëóâà ðàâåíêàòà. (1ï) �

Òðåò íà÷èí. Áèðàj�êè y = 1 äîáèâàìå f(x+f(x)) = x+f(x). Îòòóêà, ïîñòîè u 2 R+ òàêîâ øòî
f(u) = u. (2ï) Çàìåíóâàj�êè x = u âî äàäåíàòà ðàâåíêà äîáèâàìå äåêà: f(u(y + 1)) = u(y + 1)
çà ñåêîå y 2 R+; îâà èìïëèöèðà äåêà f(v) = v çà ñåêîj v > u. (2ï) Ñåãà çà ïðîèçâîëíè x è
y > maxf1; u

x
g, áèäåj�êè xy + f(x) > u, äîáèâàìå:

xy + f(x) = f(xy + f(x)) = yf(x) + x :

Îâà å åêâèâàëåíòíî ñî (y � 1)(f(x) � x) = 0, à êàêî y > 1, çàêëó÷óâàìå äåêà f(x) = x çà
ñåêîj x 2 R+. (2ï) Ëåñíî ñå ïðîâåðóâà äåêà èäåíòè÷íàòà ôóíêöèjà jà çàäîâîëóâà äàäåíàòà
ôóíêöèîíàëíà ðàâåíêà. (1ï) �

Çàäà÷à 4. Äàëè ðàâåíêàòà
z(y � x)(x+ y) = x3

èìà êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà âî ìíîæåñòâîòî ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè x; y; z?
(Îáðàçëîæåòå ãî îäãîâîðîò.)

Ðåøåíèå. Îäãîâîðîò å: ðàâåíêàòà èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà âî ìíîæåñòâîòî ïîçèòèâíè
öåëè áðîåâè. Èìåíî, òàà å åêâèâàëåíòíà ñî

y2z � x2z = x3:

Äåëåj�êè ñî z3, jà äîáèâàìå åêâèâàëåíòíàòà ðàâåíêà�y
z

�2
�
�x
z

�2
=
�x
z

�3
:



Íåêà X =
�
x
z

�
è Y =

�
y
z

�
. (2ï) Ñî îâèå ñìåíè, ãîðíàòà ðàâåíêà äîáèâà îáëèê:

Y 2 �X2 = X3:

Ñî îãëåä íà òîà äåêà ïàðîò X = 0; Y = 0 jà çàäîâîëóâà äîáèåíàòà ðàâåíêà, àjäå äà ïîáàðàìå
(ïîçèòèâíè ðàöèîíàëíè) ðåøåíèjà îä îáëèêîò Y = tX. Çàìåíóâàj�êè ãî Y ñî tX äîáèâàìå (2ï):

(t2 � 1)X2 = t2X2 �X2 = X3:

Çíà÷è, èìàìå ðåøåíèjà îä îáëèêîò x
z
= t2 � 1 è y

z
= t(t2 � 1), êàäå t å ðàöèîíàëåí áðîj òàêîâ

øòî t; t2 � 1 > 0. (1ï) Îòòóêà, åäíà áåñêîíå÷íà ôàìèëèjà ðåøåíèjà íà ïî÷åòíàòà ðàâåíêà å
(x; y; z) = (t2 � 1; t3 � t; 1), çà öåëèòå áðîåâè t � 2. (2ï) �

Çàáåëåøêà çà ðàñïðåäåëáàòà íà ïîåíèòå: Ïîñëåäíèòå äâà ïîåíà ñå äîäåëóâààò è äîêîëêó
ñàìî ñå íàâåäå íèçà îä ðåøåíèjà (áåç äîêàç).

Çàäà÷à 5. Íåêà ABCD å òåòèâåí ÷åòèðèàãîëíèê òàêîâ øòî AB = AD + BC è CD < AB.
Äèjàãîíàëèòå AC è BD ñå ñå÷àò âî òî÷êà P , à ïðàâèòå AD è BC ñå ñå÷àò âî òî÷êà Q.
Ñèìåòðàëàòà íà \APB jà ñå÷å ñòðàíàòà AB âî òî÷êà T . Äîêàæåòå äåêà öåíòàðîò íà îïèøàíàòà
êðóæíèöà íà 4CTD ëåæè íà îïèøàíàòà êðóæíèöà íà 4CQD.

Ðåøåíèå. Íåêà T 0 å òî÷êà íà îòñå÷êàòà AB òàêà øòî âàæè AT 0 = AD. Òîãàø óñëîâîò AB =
AD + BC, çàåäíî ñî AB = AT 0 + BT 0 è AT 0 = AD, íè äàâà BT 0 = BC. (1ï) Òðèàãîëíèöèòå
ADP è BCP ñå ñëè÷íè (1ï), áèäåj�êè ABCD å òåòèâåí. Ñëåäñòâåíî,

AT 0

BT 0
=

AD

BC
=

AP

BP
=

AT

BT
;

êàäå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå äîáèâà îä òåîðåìàòà çà ñèìåòðàëà íà àãîë. (1ï) Çàêëó÷óâàìå
äåêà T 0 = T . (1ï) Çíà÷è, òðèàãîëíèêîò TAD å A-ðàìíîêðàê, äîäåêà òðèàãîëíèêîò TBC å
B-ðàìíîêðàê. Íåêà \BAQ = 2x è \ABQ = 2y. Äà ãî îçíà÷èìå ñî O öåíòàðîò íà îïèøàíàòà
êðóæíèöà íà òðèàãîëíèêîò CTD.

Èìàìå:

\COD = 2 � \CTD = 2 � (180� � \ATD � \BTC)

= 2 � (180� � (90� � x)� (90� � y)) = 2x+ 2y:



Äà çàáåëåæèìå è äåêà \CQD = 180� � 2x� 2y. Îòòóêà, \COD + \CQD = 180�. (2ï) Îâà
êàæóâà äåêà öåíòàðîò O íà îïèøàíà êðóæíèöà íà òðèàãîëíèêîò CTD ëåæè íà îïèøàíàòà
êðóæíèöà íà òðèàãîëíèêîò CQD, øòî è ñå áàðàøå äà ñå äîêàæå. (1ï) �

Çàáåëåøêè çà ðàñïðåäåëáàòà íà ïîåíèòå:

1. Âòîðèîò ïîåí ìîæå äà ñå äîäåëè è ñàìî àêî ñå êîíñòàòèðà íàâåäåíàòà ñëè÷íîñò, áåç äà ñå
èçâåäå ïðîïîðöèjàòà ìå�ãó ñòðàíèòå íà äâàòà òðèàãîëíèöè. Èçâåäóâà»å íà èñòàòà ïðîïîðöèjà
íå íîñè åêñòðà ïîåíè.
2. Òðåòèîò ïîåí ñå äîäåëóâà çà êîðèñòå»å èëè áàðåì íàâåäóâà»å íà òåîðåìàòà çà ñèìåòðàëà
íà àãîë, íåçàâèñíî îä òîà äàëè å ïîâðçàíà ñî äåôèíèðàíàòà òî÷êà T 0.
3. Íàî�ãà»å íà áèëî êîj îä àãëèòå \COD è \CQD íîñè ïîåí. Íàî�ãà»å íà äâàòà àãëà íîñè
äâà ïîåíà, êàêî øòî å íàâåäåíî.
4. Çàêëó÷îêîò âðç îñíîâà íà çáèðîò íà àãëè íîñè åäåí ïîåí. Çàêëó÷îêîò íà áèëî êîj (òî÷åí)
àëòåðíàòèâåí íà÷èí ãî íîñè èñòèîò ïîåí.

Çàäà÷à 6. Âî åäíî ó÷èëèøòå ñî 1000 ó÷åíèöè, ñåêîj ó÷åíèê èìà òî÷íî ÷åòèðè ïðèjàòåëè.
Çà ãðóïà îä òðè ó÷åíèêà âåëèìå äåêà å ïðèjàòåëñêà òðîjêà àêî ñåêîè äâàjöà îä ãðóïàòà ñå
ïðèjàòåëè. Îäðåäåòå ãî íàjãîëåìèîò ìîæåí áðîj íà ïðèjàòåëñêè òðîjêè âî ó÷èëèøòåòî.

Ðåøåíèå. �Êå äîêàæåìå äåêà îäãîâîðîò å 2000. Íàjïðâî äîêàæóâàìå äåêà îâîj áðîj å äîñòèæåí.
Äîêîëêó âî ó÷èëèøòåòî ïîñòîjàò 200 ïîïàðíî äèjñóíêòíè ãðóïè îä ïî 5 ó÷åíèêà, ïðè øòî äâà
ó÷åíèêà ñå ïðèjàòåëè àêî è ñàìî àêî ñå âî èñòà ãðóïà, òîãàø áðîjîò íà ïðèjàòåëñêè òðîjêè
èçíåñóâà

�5
3

�
� 200 = 2000: (1ï)

Äà äîêàæåìå äåêà íå å ìîæíî äà èìà ïîâå�êå îä 2000 ïðèjàòåëñêè òðîjêè âî ó÷èëèøòåòî.
Íåêà T å âêóïíèîò áðîj íà ïðèjàòåëñêè òðîjêè. Ñî N ãî îçíà÷óâàìå áðîjîò íà ïàðîâè (t; p),
êàäå t å ïðèjàòåëñêà òðîjêà è p å (íåïîäðåäåí) ïàð íà ïðèjàòåëè âî òàêâà òðîjêà.
Ñåêîjà ïðèjàòåëñêà òðîjêà fA;B;Cg äîïðèíåñóâà ñî 3 âî áðîjîò N (áèäåj�êè äàâà òî÷íî òðè

ïàðà ïðèjàòåëè: fA;Bg, fB;Cg è fA;Cg). Îòòóêà èìàìå äåêà N = 3T . (1ï)
Äà ôèêñèðàìå åäåí ïàð ïðèjàòåëè p = fA;Bg. Òâðäèìå äåêà p ó÷åñòâóâà âî íå ïîâå�êå îä

òðè ïðèjàòåëñêè òðîjêè. Íàâèñòèíà, àêî p ó÷åñòâóâà âî áàðåì 4 ïðèjàòåëñêè òðîjêè, òîãàø
ïîñòîjàò (ðàçëè÷íè) ó÷åíèöè C1; C2; C3; C4 6= B êîè ñå ïðèjàòåëè ñî A. Ìå�ãóòîà, B å èñòî òàêà
ïðèjàòåë ñî A, ïà A áè èìàë 5 ïðèjàòåëè, øòî íå å ìîæíî. Çàòîà, ñåêîj ïàð íà ïðèjàòåëè p å
äåë îä íàjìíîãó 3 ïðèjàòåëñêè òðîjêè. (1ï)
Íåêà P å âêóïíèîò áðîj íà ïàðîâè p (îä äâàjöà ïðèjàòåëè). Àêî ãî áðîèìå N ïî âòîðàòà

êîìïîíåíòà (ò.å. ïî ïàðîâè ïðèjàòåëè) è ãî èñêîðèñòèìå ôàêòîò äåêà ñåêîj ïàð ó÷åñòâóâà âî
íàjìíîãó 3 ïðèjàòåëñêè òðîjêè, äîáèâàìå N � P � 3 = 3P . Çàêëó÷óâàìå äåêà

3T = N � 3P è îòòóêà T � P: (2ï)

Îä äðóãà ñòðàíà, P ìîæå åäíîñòàâíî äà ñå ïðåñìåòà. Èìåíî, îçíà÷óâàj�êè ãî ñî di áðîjîò íà
ïðèjàòåëè íà i-òèîò ó÷åíèê (i = 1; 2; :::; 1000), èìàìå di = 4 çà ñåêîå i. Îòòàìó

4 � 1000 = d1 + d2 + :::+ d1000 = 2P ;

áèäåj�êè ñåêîj ïàð íà ïðèjàòåëè ãî áðîèìå òî÷íî äâà ïàòè âî çáèðîò d1 + d2 + ::: + d1000. Îâà
íè äàâà P = 2000. Çíà÷è T � P = 2000, øòî è ñàêàâìå äà äîêàæåìå (2ï). �


