
26. JÓÍÈÎÐÑÊÀ ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÀ
ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ

ÐÅØÅÍÈJÀ ÍÀ ÇÀÄÀ×ÈÒÅ

1. Îäðåäè ãè ñèòå ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè a, b, c çà êîè å èñïîëíåòî ðàâåíñòâîòî

a2 + b2 + 1 = c!.

Ðåøåíèå. Äîêîëêó c ≥ 4, òîãàø 4|c!. (2ï) Äà çàáåëåæèìå äåêà çà ñåêîj öåë áðîj x âàæè
x2 ≡ 0, 1 (mod 4). (1ï) Çàòîà èìàìå äåêà a2+b2+1 ≡ 1, 2, 3 (mod 4). Ìå�ãóòîà, 4|c! ïîâëåêóâà
4|a2 + b2 + 1, øòî å êîíòðàäèêöèjà. Çàêëó÷óâàìå äåêà 1 ≤ c ≤ 3. (3ï) Ñî äèðåêòíà ïðîâåðêà
çà c = 1, 2, 3 äîáèâàìå äåêà åäèíñòâåíèòå ðåøåíèjà âî ïîçèòèâíè öåëè áðîåâè ñå (a, b, c) =
(1, 2, 3) è (a, b, c) = (2, 1, 3). (2ï)

2. Íåêà a, b è c ñå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè çà êîè âàæè a + b + c = 3. Äà ñå äîêàæå äåêà
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Ñåãà, îä íåðàâåíñòâîòî ìå�ãó àðèòìåòè÷êà è ãåîìåòðèñêà ñðåäèíà èìàìå äåêà a2 + 1 ≥ 2a,
b2 + 1 ≥ 2b è c2 + 1 ≥ 2c (1ï), ïà
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Îòòóêà, 3−A ≤ 3
2 , øòî å åêâèâàëåíòî ñî A ≥ 3

2 , øòî �è òðåáàøå äà ñå äîêàæå. (1ï)

3. Íåêà 4ABC å îñòðîàãîëåí òðèàãîëíèê ñî îðòîöåíòàð H. Êðóæíèöàòà Γ ñî öåíòàð âî H è
ðàäèóñ AH ãè ñå÷å ïðàâèòå AB è AC âî òî÷êè E è F , ñîîäâåòíî. Íåêà E′, F ′ è H ′ ñå ñëèêè
íà òî÷êèòå E, F è H, ñîîäâåòíî, ïðè îñíà ñèìåòðèjà âî îäíîñ íà ïðàâàòà BC. Äîêàæè äåêà
òî÷êèòå A, E′, F ′ è H ′ ëåæàò íà èñòà êðóæíèöà.

Ðåøåíèå. Ñàêàìå äà äîêàæåìå äåêà òî÷êèòå E′, F ′ è H ′ ëåæàò íà îïèøàíàòà êðóæíèöàòà
îêîëó 4ABC, øòî �êå jà îçíà÷èìå ñî ω. (2ï)



Äà ãî óâèäèìå ñëåäíîâî: AH = EH = FH, CH ⊥ AB è BH ⊥ AC. Ñëåäóâà BH è CH ñå
ñèìåòðàëè íà îòñå÷êèòå AF è AE, ñîîäâåòíî. Îòòóêà, äîáèâàìå AB = FB è AC = EC. Ñåãà
èìàìå:

∠CBH = ∠CAH = ∠EAC − ∠EAH = ∠AEC − ∠AEH = ∠CEH,

îä êàäå ñëåäóâà äåêà ÷åòèðèàãîëíèêîò BEHC å òåòèâåí. Àíàëîãíî, è BFHC å òåòèâåí.
(3ï) Êàêî ñëèêà íà E ïðè îñíà ñèìåòðèjà âî îäíîñ íà BC , çà E′ âàæè

∠BE′C = ∠BEC = ∠BHC = 180◦ − ∠BAC,

ïà ñëåäóâà E′ ëåæè íà ω. Àíàëîãíî, äîêàæóâàìå äåêà è F ′ ëåæè íà ω. (2ï) Êîíå÷íî, èìàìå
äåêà ∠BH ′C = ∠BHC = 180◦ − ∠BAC, øòî çíà÷è äåêà è H ′ ëåæè íà ω. Îòòóêà èìàìå äåêà
′, F ′, H ′ ñèòå ñå íà ω, øòî çíà÷è äåêà AE′H ′F ′ å òåòèâåí. (1ï)

4. Ðàìíîñòðàí òðèàãîëíèê T , ñî ñòðàíà 2022, å ïîäåëåí ñî ïðàâè ïàðàëåëíè íà íåãîâèòå
ñòðàíè íà ðàìíîñòðàíè òðèàãîëíè÷è»à ñî ñòðàíà åäåí. Òðèàãîëíèêîò ñå ïîêðèâà ñî ôèãóðèòå
íà öðòåæîò, ïðè øòî ôèãóðèòå ñå ñîñòàâåíè îä ïî 4 ðàìíîñòðàíè òðèàãîëíè÷è»à ñî ñòðàíà
åäåí è ïðè ïîêðèâà»åòî ìîæå äà ñå ðîòèðààò çà àãîë k · 60◦, çà k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Ïîêðèâà»åòî ãè çàäîâîëóâà ñëåäíèòå óñëîâè:

• Ìîæå äà íåìà ôèãóðà îä íåêîj òèï è ìîæå äà èìà ïîâå�êå ôèãóðè îä èñò òèï. Òðèàãîëíè÷è»àòà
íà ôèãóðèòå ñå ïîêëîïóâààò ñî òðèàãîëíè÷è»àòà íà êîè å ïîäåëåí òðèàãîëíèêîò T .
• Ñåêîå òðèàãîëíè÷å îä T å ïîêðèåíî, íèêîè äâå ôèãóðè íå ñå ïðåêëîïóâààò è íèêîjà
ôèãóðà íå èçëåãóâà íàäâîð îä T .

Êîj å íàjìàëèîò ìîæåí áðîj íà ôèãóðè îä òèï 1 êîè ñå èñêîðèñòåíè ïðè âàêâî ïîêðèâà»å?

Ðåøåíèå. Íà òðèàãîëíèêîò ãè áîèìå ìàëèòå òðèàãîëíè÷è»à íàèçìåíè÷íî ñî öðíà è áåëà
áîjà, ïðè øòî òðèàãîëíè÷è»àòà êîè ñîäðæàò òåìå îä T ñå öðíè (êàêî øòî å ïðèêàæàíî íà
öðòåæîò çà òðèàãîëíèê ñî ñòðàíà 10). (2ï)



Äà çàáåëåæèìå äåêà ôèãóðèòå îä òèï 2, 3 è 4 �êå ïîêðèâààò ïî äâå áåëè è äâå öðíè ïîëè»à,
à ôèãóðèòå îä òèï 1 ïîêðèâààò 3 ïîëè»à îä åäíà áîjà, åäíî îä äðóãàòà. Îâà ìîæå äà ñå âèäè
îä ñëåäíèîò öðòåæ, ïðè øòî øòðàôèðàíèòå ïîëè»à ñå âî åäíà áîjà, à îñòàíàòèòå âî äðóãàòà
áîjà.

Îä äðóãà ñòðàíà âî ñåêîj ½ðåä" âî T èìà åäíî ïîâå�êå öðíî òðèàãîëíè÷å, îòêîëêó áåëè (íàèçìåíè÷íî
ñå ìåíóâààò áîèòå, à ñå ïî÷íóâà è çàâðøóâà ñî öðíî). Ñïîðåä îâà, âî T èìà 2022 öðíè ïîëè»à
ïîâå�êå îä áåëè, ïà ìîðà äà ñå óïîòðåáè íàjìàëêó 2022

2 = 1011 ôèãóðà îä òèï 1. (4ï)
Íà ñëåäíèîò öðòåæ å ïðèêàæàíî ïîêðèâà»å íà äâà ½ðåäà" ñî åäíà ôèãóðà îä òèï 1 è ôèãóðè
îä òèï 2, ñî øòî äîêàæóâàìå ïîñòîå»å íà ïîêðèâà»å ñî òî÷íî 2022

2 = 1011 ôèãóðè îä òèï 1 è
ôèãóðè îä òèï 2. (2ï)

5. Íåêà n å ïîçèòèâåí öåë áðîj òàêîâ øòî n5 + n3 + 2n2 + 2n + 2 å ïîëí êóá. Äà ñå äîêàæå
äåêà 2n2 + n + 2 íå ìîæå äà áèäå ïîëí êóá.

Ðåøåíèå. Äà ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíî. Íåêà a5 + a3 + 2a2 + 2a + 2 è 2a2 + a + 2 ñå ïîëíè
êóáîâè, îäíîñíî, ïîñòîjàò öåëè áðîåâè x è y òàêâè øòî

a5 + a3 + 2a2 + 2a + 2 = x3,

2a2 + a + 2 = y3.

Òîãàø èìàìå
x3 − y3 = a5 + a3 + a = a(a2 + a + 1)(a2 − a + 1),

øòî ìîæå äà ñå ïðåçàïèøå êàêî

(x− y)(x2 + xy + y2) = a(a2 + a + 1)(a2 − a + 1). (2ï)

Äà çàáåëåæèìå äåêà äåñíàòà ñòðàíà îä ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å äåëèâà ñî 3. Òîà ïîâëåêóâà
äåêà 3|x−y èëè 3|x2+xy+y2. Áèäåj�êè x2+xy+y2 = (x−y)2+3xy, ñëåäóâà äåêà 3|x2+xy+y2

àêî è ñàìî àêî 3|x− y, ïà çàêëó÷óâàìå äåêà ñåêàêî 3|x− y. (1ï)
Îä ïðåòõîäíàòà äèñêóñèjà èìàìå äåêà è 3|x2 + xy + y2, îä êàäå çàêëó÷óâàìå äåêà 9|x3 − y3,
ïà çàòîà è 9|a(a2 + a + 1)(a2 − a + 1). (2ï) Ñåãà äà çàáåëåæèìå äåêà íèêîè äâà îä áðîåâèòå a,
a2−a+1 è a2+a+1 íå ìîæå èñòîâðåìåíî äà áèäàò äåëèâè ñî 3, ñî øòî ãè äîáèâàìå ñëåäíèòå
ñëó÷àè.
Ñëó÷àj 1◦: Àêî 9|a, òîãàø

x3 ≡ a5 + a3 + 2a2 + 2a + 2 ≡ 2 (mod 9),



øòî íå å ìîæíî, áèäåj�êè 2 íå å êóáåí îñòàòîê ïî ìîäóë 9. (1ï)
Ñëó÷àj 2◦: Àêî 9|a2 + a + 1, òîãàø

a(a + 1) = a2 + a ≡ 8 (mod 9),

íî, ñî äèðåêòíà ïðîâåðêà ìîæå äà ñå óòâðäè äåêà ïðîèçâîä íà äâà ïîñëåäîâàòåëíè öåëè áðîåâè
íèêîãàø íå äàâà îñòàòîê 8 ïî ìîäóë 9. (1ï)
Ñëó÷àj 3◦: Àêî 9|a2 − a + 1, òîãàø

a(a− 1) = a2 − a ≡ 8 (mod 9),

øòî èñòî òàêà íå å âîçìîæíî êàêî âî ïðåòõîäíèîò ñëó÷àj. (1ï)


