
25. JÓÍÈÎÐÑÊÀ ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÀ
ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ

ÐÅØÅÍÈJÀ ÍÀ ÇÀÄÀ×ÈÒÅ

1. Íà îâîãîäèøíàòà JÌÌÎ, íåêîè îä ó÷åñíèöèòå ñå ïîçíàâààò (ïîçíàíñòâàòà ñå îáîñòðàíè),
íî ïîñòîjàò è ó÷åñíèöè øòî íå ñå ïîçíàâààò. Ïðè ïðîèçâîëíî ðàñïîðåäóâà»å íà ó÷åñíèöèòå
âî äâà àìôèòåàòðè, ñåêîãàø ìîæå äà ñå íàjäàò ïîçíàíèöè ñìåñòåíè âî ðàçëè÷íè àìôèòåàòðè.

Íåêà A å ïðîèçâîëåí íàòïðåâàðóâà÷. Äîêàæè äåêà ïîñòîjàò íàòïðåâàðóâà÷è B,C òàêâè øòî
âî òðîjêàòà {A,B,C} èìà òî÷íî äâå ïîçíàíñòâà.
Ðåøåíèå. Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àè.

Ñëó÷àj 1. A ãè ïîçíàâà ñèòå îñòàíàòè ó÷åñíèöè íà îëèìïèjàäàòà. (1ï)
Ïîñòîjàò íàòïðåâàðóâà÷è B,C êîè ìå�ãóñåáíî íå ñå ïîçíàâààò. A ãè ïîçíàâà ñèòå, îä êàäå
çàêëó÷óâìå äåêà A /∈ {B,C}. (1ï) Ñëåäñòâåíî, âî òðîjêàòà {A,B,C} èìà òî÷íî äâå ïîçíàíñòâà:
A↔ B è A↔ C. (1ï)

Ñëó÷àj 2. A íå ãè ïîçíàâà ñèòå îñòàíàòè ó÷åñíèöè íà îëèìïèjàäàòà. (1ï)
Äà jà ðàçãëåäàìå ðàñïðåäåëáàòà ïðè êîjà âî åäåí îä àìôèòåàòðèòå ñå ñìåñòåíè A è ñèòå
íåãîâè ïîçíàíèöè, äîäåêà âî äðóãèîò ñå ñèòå íåïîçíàíèöè íà A. (2ï) Ñïîðåä óñëîâîò íà
çàäà÷àòà, ïîñòîjàò íàòïðåâàðóâà÷è B,C âî ðàçëè÷íè àìôèòåàòðè òàêà øòî A ↔ B è B ↔ C.
(1ï) Òîãàø {A,B,C} å ïîñàêóâàíàòà òðîjêà. (1ï)

2. Íåêà ABCD å òàíãåíòåí ÷åòèðèàãîëíèê, ñî âïèøàíà êðóæíèöà k(O, r) êîjà ãè äîïèðà
ñòðàíèòå BC è AD âî òî÷êèòå K è L, ñîîäâåòíî. Äîêàæè äåêà êðóæíèöàòà ñî äèjàìåòàð
OC ìèíóâà íèç ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâèòå KL è OD.

Ðåøåíèå.

Îä òîà øòî CK å òàíãåíòà íà k, ñëåäóâà äåêà ∠KOL = 2∠LKC. (1ï)
Àêî M å äîïèðíàòà òî÷êà íà CD ñî k, òîãàø 4LOD ∼= 4MOD è 4KOC ∼= 4MOC, ïà

∠KOL = ∠KOM + ∠LOM = 2∠COM + 2∠MOD = 2∠COD. (4ï)
Ñïîðåä îâà ∠COD = ∠LKC, ïà ïðåñå÷íàòà òî÷êà P , íà KL è OD ëåæè íà êðóæíèöà

îïèøàíà îêîëó 4OKC. Îä ∠OKC = 90◦, ñëåäóâà äåêà òàà êðóæíèöà èìà äèjàìåòàð OC.
(3ï)



3. Îäðåäè ãè ñèòå ïðèðîäíè áðîåâè n è ñèòå ïðîñòè áðîåâè p òàêâè øòî

17n · 2n2 − p = (2n
2+3 + 2n

2 − 1) · n2.

Ðåøåíèå. Jà ïðåçàïèøóâàìå ðàâåíêàòà âî îáëèêîò

(17n − 9n2) · 2n2
+ n2 = p (1ï)

Äà çàáåëåæèìå äåêà n = 1 å ðåøåíèå áèäåj�êè èçðàçîò íà ëåâàòà ñòðàíà å åäíàêîâ íà 17 (1ï).
Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà n > 1. Çàáåëåæóâàìå äåêà n ìîðà äà áèäå íåïàðåí. Âî ñåêîj ñëó÷àj,
êâàäðàòèòå íà íåïàðíèòå áðîåâè ñå êîíãðóåíòíè ñî 1 ïî ìîäóë 8. Áèäåj�êè 28 ≡ 1 (mod 17)
(2ï), èìàìå äåêà:

(17n − 9n2) · 2n2
+ n2 ≡ (−9) · n2 · 2 + n2 ≡ (−17) · n2 ≡ 0 (mod 17) (2ï)

Çà n > 1 îâà çíà÷è äåêà èçðàçîò íà ëåâàòà ñòðàíà å äåëèâ ñî 17, ïà p = 17 áèäåj�êè å ïðîñò.
Ñî ïðèíöèïîò íà ìàòåìàòè÷êà èíäóêöèjà ëåñíî ñå ïîêàæóâà äåêà 17n − 9n2 ≥ 1. Îâà çíà÷è
äåêà çà n ≥ 2:

(17n − 9n2) · 2n2
+ n2 ≥ 1 · 24 + 4 > 17 = p,

øòî ïðåòñòàâóâà êîíòðàäèêöèjà, îä êàäå ñëåäóâà äåêà íå ïîñòîè ðåøåíèå çà n > 1. Ñëåäñòâåíî,
åäèíñòâåíî ðåøåíèå å äâîjêàòà (n, p) = (1, 17). (2ï)
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Ñî ñîáèðà»å íà îâèå íåðàâåíñòâà, êîðèñòåj�êè ãî óñëîâîò 1
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Ëåâàòà ñòðàíà íà ïî÷åòíîòî íåðàâåíñòâî jà çàïèøóâàìå êàêî
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Êîðèñòåj�êè äåêà çà ñèòå t > 0 âàæè t3 − t2 ≥ − 4
27 , äîáèâàìå:
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Çàáåëåøêà. Çà ðàçãëåäóâà»å íà ñëó÷àjîò êîãà âàæè ðàâåíñòâî, íå ñå äîáèâààò ïîåíè.

5. Íåêà ABC å îñòðîàãîëåí òðèàãîëíèê è íåêà X è Y ñå òî÷êè íà îòñå÷êèòå AB è AC òàêâè
øòî BX = CY . Íåêà IB è IC ñå öåíòðè íà âïèøàíèòå êðóæíèöè âî òðèàãîëíèöèòå ABY
è ACX, ñîîäâåòíî, à T å òî÷êà âî êîjà ïî âòîð ïàò ñå ñå÷àò îïèøàíèòå êðóæíèöè îêîëó
òðèàãîëíèöèòå ABY è ACX. Äîêàæè äåêà âàæè

TIB

TIC
=

BY

CX
.

Ëåìà. Äàäåí å òðèàãîëíèê ABC ñî öåíòàð íà âïèøàíà êðóæíèöà I è îïèøàíà êðóæíèöà k.
Íåêà (CI ∩ k) \{C} = {S}. Òîãàø S å öåíòàð íà îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó ABI.

Äîêàç íà ëåìàòà.
]SAI = ]SAB + ]BAI = ]SCB + ]BAI = ]ACI + ]IAC = ]AIS.

Çíà÷è òðèàãîëíèêîò 4IAS å ðàìíîêðàê, ïà SA = SI.
Ñëè÷íî, 4IBS å ðàìíîêðàê, ïà SB = SI.
Îä SA = SB = SI ñëåäóâà òâðäå»åòî íà ëåìàòà. (2ï) �

Ðåøåíèå. Äà jà îçíà÷èìå ñî S ïðåñå÷íàòà òî÷êà (ðàçëè÷íà îä A) íà ñèìåòðàëàòà íà àãîëîò
]BAC ñî êðóæíèöàòà îïèøàíà îêîëó 4ABY . �Êå äîêàæåìå äåêà 4SBX ∼= 4SY C. Èìåíî:

SB = SY (ëåìà), BX = Y C (óñëîâ) è ]SBX = ]SBA = 180o − ]SY A = ]SY C.
Îä ñêëàäíîñòà äîáèâàìå ]XSB = ]CSY , îä êàäå

]CSX = ]CSY + ]Y SX = ]XSB + ]Y SX = ]BSY

è

]BSY + ]BAY = ]CSX + ]CAX = 180o (1)

Îä (1) ñëåäóâà äåêà B,S, Y,A ëåæàò íà èñòà êðóæíèöà, çíà÷è S ≡ T . (3ï)



Ñïîðåä ëåìàòà, B, Y, IB ëåæàò íà êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî òî÷êàòà T è ðàäèóñ
TB = TY = TIB = tB, è àíàëîãíî, C,X, IC ëåæàò íà êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî òî÷êàòà T è
ðàäèóñ TC = TX = TIC = tC .
4BTY è 4CTX ñå ðàìíîêðàêè, ñî àãîë ïðè âðâîò ]BTY = 180o − ]BAC = ]CTX.

4BTY ∼ 4CTX ⇒ BY
CX

= BT
CT

= tB
tC

= TIB
TIC

. (3ï)


