
24. JÓÍÈÎÐÑÊÀ ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÀ
ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ

ÐÅØÅÍÈJÀ ÍÀ ÇÀÄÀ×ÈÒÅ

1. Íåêà S å ìíîæåñòâîòî îä ñèòå ïðèðîäíè áðîåâè n òàêâè øòî ñåêîj îä áðîåâèòå n+ 1, n+ 3,
n+ 4, n+ 5, n+ 6 è n+ 8 e ñëîæåí. Îäðåäè ãî íàjãîëåìèîò áðîj k ñî ñâîjñòâî: Çà ñåêîj n ∈ S
ïîñòîjàò áàðåì k ïîñëåäîâàòåëíè ñëîæåíè áðîåâè âî ìíîæåñòâîòî

{n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, n+ 4, n+ 5, n+ 6, n+ 7, n+ 8, n+ 9} .

Ðåøåíèå. �Êå äîêàæåìå äåêà k = 7.

Àêî n = 87 òîãàø {n+ 1, n+ 3, n+ 4, n+ 5, n+ 6, n+ 8} = {88, 90, 91, 92, 93, 95} ñå ñèòå ñëîæåíè,
çíà÷è S 6= ∅. Âî ìíîæåñòâîòî {n, n+ 1, n+ 2, · · · , n+ 9} = {87, 88, · · · , 96}, íàjäîëãàòà íèçà
ïîñëåäîâàòåëíè ñëîæåíè áðîåâè èìà äîëæèíà 7. Çíà÷è k ≤ 7.(3ï)

(i) Íåêà n ∈ S è n+ 2 å ïðîñò áðîj. Òîãàø òîj å íåïàðåí, ïà n+ 7 è n+ 9 ñå ïàðíè áðîåâè
ïîãîëåìè îä 2, çíà÷è ñëîæåíè. Ñëåäóâà äåêà n + 3, n + 4, n + 5, n + 6, n + 7, n + 8 è
n+ 9 ñå ñåäóì ïîñëåäîâàòåëíè ñëîæåíè áðîåâè. (2ï)

(ii) Íåêà n ∈ S è n + 7 å ïðîñò áðîj. Òîãàø n + 7 å íåïàðåí, ïà n è n + 2 ñå ïàðíè áðîåâè
ïîãîëåìè îä 2, çíà÷è ñëîæåíè (2 /∈ S áèäåj�êè 2+1 = 3 å ïðîñò áðîj). Ñî òîà ïîêàæàâìå
äåêà n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, n+ 4, n+ 5 è n+ 6 ñå ñèòå ñëîæåíè áðîåâè. (2ï)

(iii) Àêî n ∈ S è n+ 2, n+ 7 ñå ñëîæåíè áðîåâè, òâðäå»åòî å î÷èãëåäíî (Òîãàø èìà áàðåì
9 ïîñëåäîâàòåëíè ñëîæåíè áðîåâè). (1ï)

2. Íåêà x, y, z ñå ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîåâè òàêâè øòî xy + yz + xz = 27. Äîêàæè äåêà âàæè
íåðàâåíñòâîòî

x+ y + z ≥
√
3xyz.

Êîãà âàæè ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå 1. Ñî êîðèñòå»å íà óñëîâîò íà çàäà÷àòà è íåðàâåíñòâîòî ìå�ãó àðèòìåòè÷êàòà è
ãåîìåòðèñêàòà ñðåäèíà çà xy, yz è xz, ñå äîáèâà

273 = (xy + yz + xz)3 ≥ 27 (xy) (yz) (xz) = 27 (xyz)2 ,

îä êàäå ñëåäóâà

(1) 27 ≥ xyz. (2ï)

Ïîíàòàìó, ñî êâàäðèðà»å, êîðèñòå»å íà ïî÷åòíèîò óñëîâ, ãðóïèðà»å íà ÷ëåíîâèòå, êîðèñòå»å
íà íåðàâåíñòâîòî (1), êîðèñòå»å íà íåðàâåíñòâîòî ìå�ãó àðèòìåòè÷êàòà è ãåîìåòðèñêàòà ñðåäèíà,
êàêî è íåðàâåíñòâîòî ìå�ãó àðèòìåòè÷êàòà è õàðìîíèñêàòà ñðåäèíà, äîáèâàìå

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2 (xy + yz + xz)

= x2 + y2 + z2 + 2 · 27 =
(
x2 + 9

)
+
(
y2 + 9

)
+
(
z2 + 9

)
+ 27

≥ 2
√
9x2 + 2

√
9y2 + 2

√
9z2 + xyz

= 18 · x+ y + z

3
+ xyz ≥ 18 · 3

1
x + 1

y + 1
z

+ xyz

= 18 · 3xyz

xy + yz + xz
+ xyz =

54xyz

27
+ xyz = 3xyz,



îäíîñíî äîáèâìå äåêà (x+ y + z)2 ≥ 3xyz, îä êàäå ño êîðåíóâà»å ñå äîáèâà áàðàíîòî íåðàâåíñòâî
x+ y + z ≥

√
3xyz. (5ï)

Ðàâåíñòâî âàæè àêêî xy = yz = xz, x2 = y2 = z2 = 9 è x = y = z , îä êàäå ñëåäóâà äåêà
x = y = z = 3. (1ï)

Ðåøåíèå 2. Îä (x+ y + z)3 ≥ 27xyz è (xy + yz + xz)3 ≥ 27(xy)(yz)(xz) = 27(xyz)2, (2ï)
äîáèâàìå

273 (x+ y + z)12 = (xy + yz + xz)3
(
(x+ y + z)3

)4
≥ 27 (xyz)2 (27xyz)4 = 275(xyz)6,

îä êàäå
(x+ y + z)12 ≥ 272(xyz)6 = (3xyz)6.

Îä ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî, çàðàäè x > 0, y > 0, z > 0, ñëåäóâà x + y + z ≥
√
3xyz, øòî è

òðåáàøå äà ñå äîêàæå. (5ï)

Ðàâåíñòâî âàæè àêêî x = y = z = 3. (1ï)

3. Âî ìíîæåñòâîòî íà öåëè áðîåâè ðåøè jà ðàâåíêàòà

x5 + 2 = 3 · 101y.

Ðåøåíèå. Íåêà (x, y) å ðåøåíèå íà ðàâåíêàòà. Àêî y < 0 òîãàø ïîñòîè ïðèðîäåí áðîj k > 0
òàêîâ øòî y = −k. Òîãàø ðàâåíêàòà ãëàñè

x5 + 2 = 3 · 101−k.

Àêî äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíêàòà ãè ïîìíîæèìå ñî 101k, äîáèâàìå

101k · (x5 + 2) = 3.

Áèäåj�êè 101k è x5 + 2 ñå öåëè áðîåâè, à k > 0, äîáèâàìå äåêà 101 ãî äåëè áðîjîò 3, øòî å
êîíòðàäèêöèjà. Çíà÷è y å íåíåãàòèâåí öåë áðîj. (2ï)

�Êå ïîêàæåìå äåêà y = 0. Àêî ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíî, ò.å. y ≥ 1, äîáèâàìå

x5 + 2 = 3 · 101y ≡ 0(mod 101).

Îòòóêà ñëåäóâà x5 ≡ −2 (mod 101), îä êàäå èìàìå

x100 = (x5)20 ≡ (−2)20 (mod 101). (2ï)

Îä ïî÷åòíàòà ðàâåíêà å î÷èãëåäíî äåêà x íå å äåëèâ ñî 101, ïà îä Ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà
çà ïðîñòèîò áðîj 101 ñëåäóâà x100 ≡ 1 (mod 101). (2ï)

Êîðèñòåj�êè (−2)20 = (210)2 = 10242 ≡ 142 (mod 101), çàêëó÷óâàìå äåêà

1 ≡ x100 ≡ (−2)20 ≡ 142(mod 101),

îä êàäå ñå äîáèâà äåêà 101|142 − 1 = 195, øòî å êîíòðàäèêöèjà. (1ï)

Ïðåîñòàíóâà óøòå ñëó÷àjîò y = 0. Òîãàø x5 + 2 = 3 · 1010 = 3, îäíîñíî x5 = 1. Îä ïîñëåäíàòà
ðàâåíêà äîáèâàìå x = 1. (1ï)
Äîáèâìå äåêà ïîäðåäåíèîò ïàð (x, y) = (1, 0) å åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà ïî÷åòíàòà ðàâåíêà.



4. Íåêà ABC å ðàìíîêðàê òðèàãîëíèê ñî îñíîâà AC. Íà ñòðàíèòå AC è BC ñå èçáðàíè
òî÷êè D è E, ñîîäâåòíî, òàêà øòî CD = DE. Íåêà H,J è K ñå ñðåäèíè íà DE, AE è
BD, ñîîäâåòíî. Îøèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó òðèàãîëíèêîò DHK jà ñå÷å AD âî òî÷êà F ,
à îïèøàíàòà êðóæíèöà îêîëó òðèàãîëíèêîò HEJ jà ñå÷å BE âî òî÷êà G. Ïðàâàòà íèç K
ïàðàëåëíà ñî AC jà ñå÷å AB âî òî÷êà I. Íåêà IH ∩ GF = {M}. Äîêàæè äåêà J , M è K ñå
êîëèíåàðíè òî÷êè.

Ðåøåíèå. Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà ÷åòèðèàãîëíèêîò ABED å òåòèâåí. Áèäåj�êè AB = BC,
âàæè ∠ABC = 180◦ − 2 · ∠ACB. Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà èìàìå è äåêà CD = DE, ïà âàæè

∠CDE = 180◦ − 2 · ∠DCE = 180◦ − 2 · ∠ACB = ∠ABC.

Îòòóêà ñå äîáèâà äåêà òî÷êèòå A,B,E è D ëåæàò íà åäíà êðóæíèöà. (1ï)

Áèäåj�êè K å ñðåäèíà íà BD, ïðàâàòà íèç K ïàðàëåëíà ñî AC å ñðåäíà ëèíèjà âî òðèàãîëíèêîò
ABD, ïà çàêëó÷óâàìå äåêà I å ñðåäèíà íà AB. (1ï)

�Êå äîêàæåìå äåêà G å ñðåäèíà íà BE, à F å ñðåäèíà íà AD.
×åòèðèàãîëíèêîò JGEH å òåòèâåí, ïà èìàìå

∠JGE = 180◦ − ∠JHE = ∠JHD.

Áèäåj�êè H è J ñå ñðåäèíè íà DE è AE, ñëåäóâà äåêà HJ å ñðåäíà ëèíèjà âî òðèàãîëíèêîò
AED è çàòîà HJ å ïàðàëåëíà ñî AD. Îä åäíàêâîñòà íà àãëèòå ñî ïàðàëåëíè êðàöè äîáèâàìå

∠JHD = ∠CDH = ∠CDE = ∠ABC.

Îòòóêà ñëåäóâà äåêà JG å ïàðàëåëíà ñî AB (1ï). Ïîðàäè òîà øòî J å ñðåäèíà íà AE è JG å
ñðåäíà ëèíèjà âî ABE, ñëåäóâà äåêà G å ñðåäèíà íà BE. (1ï)



Àíàëîãíî, îä
∠KFD = ∠KHE = ∠CEH = ∠CAB

ñëåäóâà äåêà KF å ïàðàëåëíà ñî AB. (1ï) Ïîðàäè òîà øòî K å ñðåäèíà íà BD è KF å ñðåäíà
ëèíèjà âî ABD, ñëåäóâà äåêà F å ñðåäèíà íà AD. (1ï)

HJ å ñðåäíà ëèíèjà âî AED è çàòîà HJ å ïàðàëåëíà ñî AC è HJ = AD
2 , äîäåêà KI å ñðåäíà

ëèíèjà âî ABD, ïà KI å ïàðàëåëíà ñî AC è KI = AD
2 = HJ . Òîà çíà÷è äåêà ÷åòèðèàãîëíèêîò

HJIK å ïàðàëåëîãðàì, ïà äèjàãîíàëèòå KJ è IH ñå ïðåïîëîâóâààò, èìààò èñòà ñðåäèíà.(1ï)
Èñòî òàêà, GK å ñðåäíà ëèíèjà âî òðèàãîëíèêîò DEB, à JF å ñðåäíà ëèíèjà âî AED, ïà
ñëè÷íî çàêëó÷óâàìå äåêà JFKG å ïàðàëåëîãðàì. Òîà çíà÷è äåêà è KJ è GF èìààò èñòà
ñðåäèíà, ïà äîáèâàìå äåêà M å çàåäíè÷êà ñðåäèíà íà KJ , IH è GF , øòî çíà÷è äåêà J , M è
K ñå êîëèíåàðíè òî÷êè. (1ï)



5. Íåêà T å òðèàãîëíèê ñî òåìè»à âî òî÷êè ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè, òàêîâ øòî ñåêîjà ñòðàíà
íà T ñîäðæè òî÷íî m òî÷êè ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè. Àêî ïëîøòèíàòà íà T å ïîìàëà îä
2020, îäðåäè jà íàjãîëåìàòà ìîæíà âðåäíîñò çà m.

Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèìå äåêà àêî òî÷êèòå ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè (a, b) è (c, d) ëåæàò
íà ïðàâà, òîãàø è òî÷êèòå (a + k(c − a), b + k(d − b)), k ∈ Z, ëåæàò íà èñòàòà ïðàâà (1ï) è
ðàñòîjàíèåòî ìå�ãó äâå ñîñåäíè òî÷êè îä íèâ å åäíàêâî. Ãî îçíà÷óâàìå áàðàíèîò òðèàãîëíèê
(ñî ìàêñèìàëíà âðåäíîñò çà m) ñî ABC. Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà è îä ïðåòõîäíàòà äèñêóñèjà
ñëåäóâà äåêà ðàñòîjàíèjàòà ìå�ãó ñîñåäíèòå òî÷êè îä ñòðàíèòå íà òðèàãîëíèêîò ABC ìîðà äà
ñå åäíàêâè. Âî ñïðîòèâíî, îä ñèòå ðàñòîjàíèjà ìå�ãó ñîñåäíèòå òî÷êè ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè
íà åäíà îä ñòðàíèòå ãî èçáèðàìå ìèíèìàëíîòî è, çàðàäè äèñêóñèjàòà, äîáèâàìå áðîj íà òî÷êè
ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè > m. (1ï)
Âî ñåêîjà îä òî÷êèòå ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè ïîâëåêóâàìå ïðàâè ïàðàëåëíè ñî ñòðàíèòå

íà òðèàãîëíèêîò ABC. Çàðàäè ñëè÷íîñò, ñåêîjà îä ïðàâèòå ïîâëå÷åíà îä òî÷êèòå îä ñòðàíà
íà ABC ìîðà äà ìèíóâà íèç íåêîjà îä öåëîáðîjíèòå òî÷êè íà äðóãèòå äâå ñòðàíè. Êàêî
ðåçóëòàò íà îâà äîáèâàìå ìðåæà (òðèàãîíàëèçàöèjà íà òðèãîëíèêîò ABC) ôîðìèðàíà îä
ñêëàäíè òðèàãîëíèöè. (2ï) Íåêà íèâíàòà ïëîøòèíà å P .

Figure 1

Òîãàø PABC = P · (1 + 3 + · · ·+ (2m− 3)) = P · (m− 1)2 è èìàìå

(2) P · (m− 1)2 < 2020. (1ï)

Çàäà÷àòà ñå ñâåäóâà íà íàî�ãà»å íà òðèàãîëíèê ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè ñî ìèíèìàëíà ïëîøòèíà.

Ëåìà. Ïëîøòèíàòà íà òðèàãîëíèê ñî òåìè»à âî òî÷êè ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè å ≥ 1/2.
Äîêàç. Ëåìàòà å äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä Òåîðåìàòà íà Ïèê êîjà ãëàñè: Íåêà å äàäåí ìíîãóàãîëíèê
÷èè òåìè»à èìààò öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè. Àêî i å áðîjîò íà òî÷êè ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè
êîè ñå íàî�ãààò âî âíàòðåøíîñòà íà ìíîãóàãîëíèêîò, à b å áðîjîò íà òî÷êè ñî öåëîáðîjíè
êîîðäèíàòè êîè ñå òåìè»à íà ìíîãóàãîëíèêîò èëè ëåæàò íà íåãîâèòå ñòðàíè, òîãàø íåãîâàòà
ïëîøòèíà èçíåñóâà P = i+ b/2− 1. Èìåíî, P = k/2 çà íåêîå k ∈ N.
Àëòåðíàòèâåí äîêàç. ÍåêàABC èìà òåìè»à âî òî÷êèòå ñî öåëîáðîjíè êîîðäèíàòè (x1, y1), (x2, y2)
è (x3, y3). Áåç ãóáå»å íà îïøòîñòà, äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà y1 ≤ y2 ≤ y3.
Òîãàø AB ≥ |x1 − x2| è hc ≥ |y3 − y2|, îä êàäå P ≥ |x1 − x2||y3 − y2|/2 (äîëæèíèòå íà öðâåíî
îáîåíèòå îòñå÷êè èçíåñóâààò |x1 − x2|, |y3 − y2|). Àêî x1 6= x2 è y3 6= y2, òâðäå»åòî íà ëåìàòà



e î÷èãëåäíî. Àêî x1 = x2 òîãàø x3 6= x1 è y1 6= y2. Àíàëîãíî, P ≥ |x3 − x1||y1 − y2|/2, îä
êàäå ñëåäóâà òâðäå»åòî. Ñëó÷àjîò y2 = y3 ñå òðåòèðà íà èñò íà÷èí êàêî ñëó÷àjîò x1 = x2.
(Ôîðìóëàöèjà íà ëåìàòà ñî äîêàç ñå âðåäíóâà (2ï))

Figure 2

Îä íåðàâåíñòâîòî (2) äîáèâàìå äåêà (m − 1)2 < 4040 èëè m ≤ 64. Âðåäíîñòà m = 64 ñå
äîñòèãà ñàìî êîãà P = 1/2. Åäåí òàêîâ òðèàãîëíèê ñî ïëîøòèíà P = 1/2 å òðèàãîëíèêîò ñî
òåìè»à âî òî÷êèòå ñî êîîðäèíàòè (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Çàðàäè ìðåæàòà äàäåíà íà ïî÷åòîêîò,
òðèàãîëíèêîò (åäåí îä íèâ) ABC �êå èìà òåìè»à âî òî÷êèòå ñî êîîðäèíàòè (0, 0), (63, 0) è
(0, 63). (Êîíñòðóêöèjà (1ï))


