
27. ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÀ ÎËÈÌÏÈJÀÄÀ

ÐÅØÅÍÈJÀ È ÐÀÑÏÐÅÄÅËÁÀ ÍÀ ÏÎÅÍÈ

1. Íåêà a, b ñå ïðèðîäíè áðîåâè è p, q ñå ïðîñòè áðîåâè çà êîè p - q − 1 è q | ap − bp. Äîêàæåòå
äåêà q | a− b.

Ðåøåíèå. �Êå äàäåìå òðè äîêàçè.

Ïðâ äîêàç. Äîêîëêó q ãî äåëè a èëè b òîãàø ãè äåëè îáàòà áðîjà, îä øòî òâðäå»åòî ñëåäóâà
íåïîñðåäíî. (1ï) Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà q - a è q - b. Òîãàø ïîñòîè d ∈ N òàêîâ øòî
ad ≡ b (mod q). (3ï) Ñëåäóâà äåêà apdp ≡ bp ≡ ap (mod q) è, îòòóêà, dp ≡ 1 (mod q). (2ï) Oä
äðóãà ñòðàíà, ñîãëàñíî ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà, èìàìå dq−1 ≡ 1 (mod q). (2ï) Çíà÷è, ðåäîò
íà d (âî îäíîñ íà q) ãè äåëè p è q − 1. Áèäåj�êè (p, q − 1) = 1, ðåäîò íà d å 1, îäíîñíî d = 1 è
a ≡ b (mod q). (2ï) �
Âòîð äîêàç. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà q - a− b. Òîãàø (îä q | ap − bp) èìàìå q - a è q - b. (1ï)
Òâðäèìå äåêà çà ñåêîè m,n ∈ N âàæè: àêî q | am − bm è q | an − bn òîãàø q | a(m,n) − b(m,n).
(1ï) Íàâèñòèíà, èìàj�êè ãî ïðåäâèä Åâêëèäîâèîò àëãîðèòàì, äîâîëíî å äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà
m > n è äà jà ïîòâðäèìå äåëèâîñòà q | am−n − bm−n. (2ï) Îä äðóãà ñòðàíà, ïðè íàïðàâåíèòå
ïðåòïîñòàâêè, îâàà äåëèâîñò ñëåäóâà îä èäåíòèòåòîò am−bm = an(am−n−bm−n)+bm−n(an−bn).
(2ï) Äà èñêîðèñòèìå äåêà, ñîãëàñíî ìàëàòà òåîðåìà íà Ôåðìà, q | aq−1 − bq−1. (2ï) Çíà÷è,

q | a(p,q−1) − b(p,q−1). (1ï) Îñòàíóâà äà çàáåëåæèìå äåêà (p, q − 1) = 1, ïðîòèâðå÷íîñò. (1ï) �
Òðåò äîêàç. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà q - a − b. Îòòóêà q - a è q - b. (1ï) Ìîæåìå äà

ïðåòïîñòàâèìå äåêà (a, b) = 1. (1ï) Íàâèñòèíà, àêî a0 = a
(a,b) è b0 = b

(a,b) òîãàø (ñîãëàñíî

íàïðàâåíàòà ïðåòïîñòàâêà) (a0, b0) = 1, q | ap0 − bp0 è q - a0 − b0. (1ï) Òâðäèìå äåêà, áèäåj�êè

(a, b) = 1, çà ñåêîè m,n ∈ N âàæè (am − bm, an − bn) = a(m,n) − b(m,n). Íàâèñòèíà, î÷èãëåäíî

å èñïîëíåòî a(m,n) − b(m,n) | (am − bm, an − bn). Çà äîêàç íà îáðàòíàòà äåëèâîñò, èìàj�êè ãî
ïðåäâèä Åâêëèäîâèîò àëãîðèòàì, äîâîëíî å äà çåìåìå m > n è äà ïîòâðäèìå äåêà âàæè
(am−bm, an−bn) | am−n−bm−n. Íî, ïîñëåäíàâà äåëèâîñò å äèðåêòíà ïîñëåäèöà íà èäåíòèòåòîò
am−bm = an(am−n−bm−n)+bm−n(an−bn). (3ï) Ñëåäñòâåòíî, (ap−bp, aq−1−bq−1) = a(p,q−1)−
b(p,q−1) = a− b. (1ï) Îñòàíóâà äà çàáåëåæèìå äåêà, îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà è ìàëàòà òåîðåìà
íà Ôåðìà, q | (ap − bp, aq−1 − bq−1). (2ï) Çíà÷è, q | a− b, ïðîòèâðå÷íîñò. (1ï) �

�

2. Íåêà x1, . . . , xn (n ≥ 2) ñå ðåàëíè áðîåâè îä èíòåðâàëîò [1, 2]. Äîêàæåòå äåêà

|x1 − x2|+ · · ·+ |xn − x1| ≤
2

3
(x1 + · · ·+ xn) ,

ñî ðàâåíñòâî àêî è ñàìî àêî n å ïàðåí è n-òîðêàòà (x1, x2, . . . , xn−1, xn) å åäíàêâà íà (1, 2, . . . , 1, 2)
èëè (2, 1, . . . , 2, 1).

Ðåøåíèå. �Êå äàäåìå äâà äîêàçè.
1



2

Ïðâ äîêàç. Àêî a, b ∈ [1, 2] òîãàø

|a− b| = 1

3
(a+ b)− 2

3
(2min{a, b} −max{a, b}) ≤ 1

3
(a+ b) , (4ï)

ñî ðàâåíñòâî àêî è ñàìî àêî {a, b} = {1, 2}. (2ï) Îòòóêà,

|x1 − x2|+ · · ·+ |xn − x1| ≤
1

3
((x1 + x2) + · · ·+ (xn + x1))

=
2

3
(x1 + · · ·+ xn) , (2ï)

ñî ðàâåíñòâî àêî è ñàìî àêî n å ïàðåí è (x1, . . . , xn) å (1, 2, . . . , 1, 2) èëè (2, 1, . . . , 2, 1). (2ï) �
Âòîð äîêàç. Íàjïðâî äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà íå ïîñòîjàò äâà ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíîâè xi
(ãëåäàíî öèêëè÷íî) êîè ñå åäíàêâè. Âåëèìå äåêà xi å ëîêàëåí ìèíèìóì äîêîëêó xi−1 > xi
è xi < xi+1 (öèêëè÷íî), è ëîêàëåí ìàêñèìóì àêî xi−1 < xi à xi > xi+1 (öèêëè÷íî). Áðîjîò
íà ëîêàëíè ìèíèìóìè å åäíàêîâ ñî áðîjîò íà ëîêàëíè ìàêñèìóìè; äà ãî îçíà÷èìå ñî k. (3ï)
Òîãàø ëåâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíòñâîòî ìîæå äà ñå ïðåçàïèøå êàêî

2

 ∑
xi is local maximum

xi

− 2

 ∑
xi is local minimum

xi

 ,

ïà îíà øòî ñàêàìå äà ãî äîêàæåìå ãëàñè

4

3

 ∑
xi is local maximum

xi

 ≤ 8

3

 ∑
xi is local minimum

xi

+
2

3

 ∑
xi is neither

xi

 .

Íî, ïîñëåäíîâî íåðàâåíñòâî íåïîñðåäíî ñëåäóâà îä

4

3

 ∑
xi is local maximum

xi

 ≤ 8k

3
≤ 8

3

 ∑
xi is local minimum

xi

 . (3ï)

Ïðèòîà, ðàâåíñòâî âàæè àêî è ñàìî àêî: ñåêîj xi å ëîêàëåí ìèíèìóì èëè ëîêàëåí ìàêñèìóì,
ñóìàòà íà ëîêàëíèòå ìèíèìóìè èçíåñóâà k (îäíîñíî ñåêîj ëîêàëåí ìèíèìóì å åäíàêîâ íà 1),
è ñóìàòà íà ëîêàëíèòå ìàêñèìóìè èçíåñóâà 2k (îäíîñíî ñåêîj ëîêàëåí ìàêñèìóì å åäíàêîâ íà
2). Ñî äðóãè çáîðîâè, ðàâåíñòâî âàæè àêî è ñàìî àêî n å ïàðåí è (x1, . . . , xn) å (1, 2, . . . , 1, 2)
èëè (2, 1, . . . , 2, 1). (2ï)
Âî ñëó÷àj êîãà èìà åäíàêâè ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíîâè, ìîæåìå äà èçáðèøåìå åäåí îä íèâ, è

äà jà ðàçãëåäóâàìå äîáèåíàòà íèçà (y1, . . . , yn−1). Ëåâàòà ñòðàíà íà ñîîäâåòíîòî íåðàâåíñòâî
çà (yi) å åäíàêâà íà ëåâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî çà (xi), äîäåêà äåñíàòà ñòðàíà å ñòðîãî
ïîìàëà. Ñëåäñòâåíî, äîâîëíî å äà ãî ïîòâðäèìå íåðàâåíñòâîòî çà (yi). Îâà ðàçìèñëóâà»å è
ðåäóêöèjà ãè ïîâòîðóâàìå äîäåêà íå ïðåîñòàíàò åäíàêâè ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíîâè, à ïîòîà ãî
ïðèìåíóâàìå íåðàâåíñòâîòî ïîêàæàíî âî ïðåòõîäíèîò ñëó÷àj. (2ï) �

�

3. Íåêà ABC å òðèàãîëíèê, è A1, B1, C1 ñå òî÷êè íà ñòðàíèòå BC,CA,AB, ñîîäâåòíî, òàêâè
øòî AA1, BB1, CC1 ñå ñèìåòðàëè íà âíàòðåøíèòå àãëè íà 4ABC. Îïèøàíàòà êðóæíèöà
k′ = (A1B1C1) jà äîïèðà ñòðàíàòà BC âî A1. Íåêà B2 è C2, ñîîäâåòíî, ñå âòîðèòå ïðåñå÷íè
òî÷êè íà k′ ñî ïðàâèòå AC è AB. Äîêàæåòå äåêà |AB| = |AC| èëè |AC1| = |AB2|.
Ðåøåíèå. Ñî a, b, c ãè îçíà÷óâàìå äîëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà4ABC. Òåîðåìàòà çà ñèìåòðàëà
íà âíàòðåøåí àãîë êàæóâà äåêà

BA1

A1C
=

c

b
,

CB1

B1A
=

a

c
,

AC1

C1B
=

b

a
.
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Îòòóêà,

|BA1| =
ac

b+ c
, |A1C| =

ab

b+ c
, |CB1| =

ab

a+ c
, |B1A| =

bc

a+ c
, |AC1| =

bc

a+ b
, |C1B| =

ac

a+ b
. (2ï)

Çåìàj�êè ãè ïðåäâèä ñòåïåíèòå íà òî÷êèòå A,B,C âî îäíîñ íà êðóæíèöàòà k′, èìàìå

AC1 ·AC2 = AB1 ·AB2 , BA1
2
= BC1 ·BC2 , CA1

2
= CB1 · CB2 . (2ï)

Íåêà m = |AC2| è n = |AB2|. Êîìáèíèðàj�êè ãè ïðåòõîäíèòå çàêëó÷îöè, äîáèâàìå äåêà

bc

a+ b
m =

bc

a+ c
n⇒ m =

a+ b

a+ c
· n

a2b2

(b+ c)2
=

ab

a+ c
(b+ n)⇒ n = b · a(a+ c)− (b+ c)2

(b+ c)2

a2c2

(b+ c)2
=

ac

a+ b
(c+m)⇒

ac

(b+ c)2
=

1

a+ b
(c+

a+ b

a+ c
· n) = 1

a+ b
(c+

a+ b

a+ c
· b · a(a+ c)− (b+ c)2

(b+ c)2
) .

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ñâåäóâà íà

a(a+ b)(a+ c)(c− b) = (b+ c)2(a+ b+ c)(c− b) . (3ï)

Çíà÷è, àêî íå âàæè b = c, òîãàø a(a+ b)(a+ c) = (b+ c)2(a+ b+ c). (1ï) Ñëåäñòâåíî,

|AB2| = n

= b · a(a+ c)− (b+ c)2

(b+ c)2

=
b

a+ b

a(a+ b)(a+ c)− (a+ b)(b+ c)2

(b+ c)2

=
b

a+ b

(a+ b+ c)(b+ c)2 − (a+ b)(b+ c)2

(b+ c)2

=
bc

a+ b

= |AC1| . (2ï)

�
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4. Íåêà S å íåïðàçíî êîíå÷íî ìíîæåñòâî, è F å êîëåêöèjà ïîäìíîæåñòâà îä S ïðè øòî ñå
çàäîâoëåíè ñëåäíèâå óñëîâè:

(i) F \ {S} 6= ∅ ;
(ii) àêî F1, F2 ∈ F , òîãàø F1 ∩ F2 ∈ F è F1 ∪ F2 ∈ F .

Äîêàæåòå äåêà ïîñòîè a ∈ S øòî ïðèïà�ãà ía íàjìíîãó ïîëîâèíà îä åëåìåíòèòå íà F .
Ðåøåíèå. �Êå äàäåìå äâà äîêàçè. Íàjïðâî jà âîâåäóâàìå ñëåäíàâà íîòàöèjà. Çà åëåìåíò a ∈ S,
íåêà F(a) := {U ∈ F | a ∈ U} è F(a)c := F\F(a). Îíà øòî ñàêàìå äà äîêàæåìå å äåêà çà
íåêîå a ∈ S âàæè |F(a)| ≤ |F(a)c|. (1ï)
Ïðâ äîêàç. �Êå ãî èñêîðèñòèìå ñëåäíîâî: àêî ìíîæåñòâà A,B,C çàäîâîëóâààò A∪B = A∪C
è A ∩ B = A ∩ C, òîãàø B = C. (Íàâèñòèíà, äàäåíèòå äâå ðàâåíñòâà ïîâëåêóâààò äåêà
A⊕B = A⊕ C, îä êàäå ñå äîáèâà B ⊕ C = (B ⊕A)⊕ (A⊕ C) = ∅.) (3ï)
Ðàçãëåäóâàìå ìàêñèìàëåí åëåìåíò M âî äåëóìíî ïîäðåäåíîòî ìíîæåñòâî (F \ {S},⊆). Ñî

äðóãè çáîðîâè, M å âèñòèíñêî ïîäìíîæåñòâî íà S è âîåäíî åëåìåíò íà F , è ïðèòîà íå ïîñòîè
M ′ ñî èñòèòå îñîáèíè çà êîå M ⊂ M ′. (Íàïîìåíóâàìå äåêà âàêâî M ïîñòîè áèäåj�êè, ñïîðåä
óñëîâîò íà çàäà÷àòà, S å íåïðàçíî êîíå÷íî ìíîæåñòâî è F \ {S} 6= ∅.) Íåêà a ∈ S \ M .
Ñîãëàñíî èçáîðîò íàM , çà ñåêîå U ∈ F(a) âàæèM∪U = S. (3ï) Ñëåäñòâåíî, ïðåñëèêóâà»åòî
F(a)→ F(a)c äåôèíèðàíî ñî U 7→M ∩ U å èíjåêöèjà. (2ï) Çíà÷è |F(a)| ≤ |F(a)c|. (1ï) �
Âòîð äîêàç. Äà çåìåìå a ∈ S òàêîâ øòî F(a)c å ìàêñèìàëåí åëåìåíò âî äåëóìíî ïîäðåäåíîòî
ìíîæåñòâî ({F(b)c | b ∈ S},⊆). (Íà ïðèìåð, ñåêîj a øòî ãî ìàêñèìèçèðà |F(a)c| jà èìà
íàâåäåíàòà îñîáèíà.) Îä (i) äîáèâàìå F(a)c 6= ∅. Íåêà F =

⋃
V ∈F(a)c V . Áèäåj�êè ìíîæåñòâîòî

S å êîíå÷íî, (ii) ïîâëåêóâà F ∈ F . (3ï) Òâðäèìå äåêà ïðåñëèêóâà»åòî F(a) → F(a)c
äåôèíèðàíî ñî U 7→ F ∩ U å èíjåêöèjà. Íàâèñòèíà, äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ïîñòîjàò ðàçëè÷íè
U ′, U ′′ ∈ F(a) òàêâè øòî F ∩ U ′ = F ∩ U ′′. Áåç ãóáå»å îä îïøòîñòà, íåêà b ∈ U ′ \ U ′′. Òîãàø,
áèäåj�êè b /∈ F ∩ U ′′(= F ∩ U ′), èìàìå b /∈ F . Ñëåäñòâåíî, F(a)c ⊆ F(b)c. (3ï) Óøòå ïîâå�êå,
ñî îãëåä íà òîà äåêà U ′′ ∈ F(b)c \ F(a)c, âàæè F(a)c ⊂ F(b)c. (1ï) Íî, ïîñëåäíèîâ çàêëó÷îê
ïðîòèâðå÷è íà íàïðàâåíèîò èçáîð çà a, øòî jà ïîòâðäóâà èíjåêòèâíîñòà íà ðàçãëåäóâàíîòî
ïðåñëèêóâà»å. (1ï) Çíà÷è |F(a)| ≤ |F(a)c|. (1ï) �

�


