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1. Íåêà S å ïîäìíîæåñòâî îä {1, 2, . . . , 2019} ñî ñëåäíàâà îñîáèíà: çà ñåêîè òðè áðîåâè a, b, c ∈ S
âàæè 2020 - a+ b+ c è 2020 - a+ b− c. Êîëêó íàjìíîãó åëåìåíòè ìîæå äà èìà ìíîæåñòâîòî S?
(Îäãîâîðîò äà ñå îáðàçëîæè.)
Ðåøåíèå. Äà ãî íàðåêóâàìå ñåêîå S ñî íàâåäåíèòå îñîáèíè äîáðî. Íàjïðâî äà çàáåëåæèìå
äåêà ïîñòîè äîáðî ìíîæåñòâî S êîå èìà 1010 åëåìåíòè: íà ïðèìåð, òàêâî å ïîäìíîæåñòâîòî
îä ñèòå íåïàðíè áðîåâè îä {1, 2, . . . , 2019}.

(1 ïîåí)

Çà äà äîêàæåìå äåêà 1010 e íàjãîëåìèîò ìîæåí áðîj íà åëåìåíòè âî äîáðî ìíîæåñòâî, äîâîëíî
å äà äîêàæåìå äåêà íå ïîñòîè äîáðî ìíîæåñòâî ñî 1011 åëåìåíòè.

(1 ïîåí)

Ïðåòïîñòàâóâàj�êè ãî ñïðîòèâíîòî, íåêà S = {d0, d1, . . . , d1010} å äîáðî ìíîæåñòâî. Äà ãè
ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå (íåçàäîëæèòåëíî ðàçëè÷íè) áðîåâè:

d1, d2, . . . , d1010, d0 + d1, d0 + d2, . . . , d0 + d1010 .

(2 ïîåíè)

Íèòó åäåí îä ðàçãëåäàíèòå áðîåâè íå äàâà îñòàòîê d0 ïðè äåëå»å ñî 2020.

(1 ïîåí)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïîò íà Äèðèõëå, áàðåì äâà îä íèâ äàâààò èñò îñòàòîê ïðè äåëå»å ñî 2020.

(1 ïîåí)

Ñëåäñòâåíî, ïîñòîjàò èíäåêñè s è t òàêâè øòî ds è d0 + dt äàâààò èñò îñòàòîê ïðè äåëå»å ñî
2020. Íî òîãàø d0 + dt − ds å äåëèâ ñî 2020, øòî å ïîñàêóâàíàòà ïðîòèâðå÷íîñò.

(1 ïîåí)

�

2. Äîêàæåòå äåêà âî ñåêîj êîíâåêñåí øåñòàãîëíèê ñî ïëîøòèíà P ïîñòîè äèjàãîíàëà êîjà
îòñåêóâà òðèàãîëíèê ñî ïëîøòèíà ≤ P

6 . Äàëè îâàà îöåíêà ìîæå äà áèäå ïîäîáðåíà?

Ðåøåíèå. Äà ãè îçíà÷èìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãëàâíèòå äèjàãîíàëèAD,BE è CF íà êîíâåêñåí
øåñòàãîëíèê ABCDEF ñî P,Q è R, ñîîäâåòíî (êàêî øòî å ïðèêàæàíî íà äîëíèîò öðòåæ.)
Òîãàø

PAQB + PBQC + PCRD + PDRE + PEPF + PFPA = PABCDEF − PPQR ≤ PABCDEF .
(2 ïîåíè)

Áàðåì åäåí îä ñîáèðîöèòå íà ëåâàòà ñòðàíà íå íàäìèíóâà P
6 , êàäå P = PABCDEF .

(1 ïîåí)

Íåêà, íà ïðèìåð, PDRE ≤ P
6 . Âî òîj ñëó÷àj, àêî CF ‖ DE òîãàø PDEC = PDER ≤ P

6 .

(1 ïîåí)
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Àêî ïàê CF ∦ DE òîãàø min{PCDE , PDEF } < PDRE ≤ P
6 .

(2 ïîåíè)

Äà çàáåëåæèìå äåêà äîêàæàíàòà îöåíêà íå ìîæå äà áèäå ïîäîáðåíà: èìåíî, ïëîøòèíèòå íà
òðèàãîëíèöèòå îòñå÷åíè îä äèjàãîíàëèòå AC,BD, . . . , EA âî ïðàâèëåí øåñòàãîëíèê ABCDEF
ñå åäíàêâè íà P

6 .

(1 ïîåí)

�

3. Íåêà p å íåïàðåí ïðîñò áðîj. Äîêàæåòå äåêà ñåêîj ïðèðîäåí áðîj d òàêîâ øòî d | 2p− 1 äàâà
îñòàòîê 1 ïðè äåëå»å ñî 2p.

Ðåøåíèå. Äîâîëíî å äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí ïðîñò äåëèòåë q íà 2p− 1 è äà ïîêàæåìå äåêà
q ≡2p 1 (áèäåj�êè x ≡2p 1 è y ≡2p 1 ïîâëåêóâà xy ≡2p 1).

(1 ïîåí)

Jàñíî å äåêà q å íåïàðåí (ïðîñò) áðîj. Íåêà δ = ordq(2).

(1 ïîåí)

Îä 2p ≡q 1 è 2q−1 ≡q 1 ñëåäóâà äåêà δ|(p, q − 1).

(1 ïîåí)

Îòòóêà, δ ∈ {1, p}.
(1 ïîåí)

Àêî δ = 1, òîãàø 2δ = 2 ≡q 1 ïîâëåêóâà äåêà q = 1, øòî íå å ñëó÷àj.

(1 ïîåí)

Çíà÷è, δ = p, øòî ïîâëåêóâà äåêà p | q − 1.

(1 ïîåí)

Áèäåj�êè p å ïðîñò, ñëåäóâà äåêà 2p | q − 1.

(1 ïîåí)

�


